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VOORBEEICHT. 



Met het verschynen van dit boek is de reeks van .onze 
leerboeken voor de wiskundige vakken aan Hoogere Burger- 
scholen met vijfjarigen cursus voltooid. 

In de Nederlandsche leerboeken over B. M. worden het 
horizontale (tj) en derde projectievlak {tt^ neergewenteld in 
het vertikale (^Ta), waarschynlijk omdat het bord in de klasse 
vertikaal staat. Later wordt echter een nieuw projectievlak 
meestal in het horizontale neergewenteld, terwijl ook het neer- 
slaan bijna steeds in ^i geschiedt. 

Het komt ons voor den leerling gemakkelijker voor steeds 
alles in het horizontale projectievlak neer te wentelen. Het papier 
waarop ze teekenen, ligt immers horizontaal en kan niet vertikaal 
gelegd worden. Het rieerwentelen in tt^ hebben we daarom van 
het begin af op den voorgrond gezet. Nieuwe projectievlakken 
nemen we steeds J_ ^i ^^^* 

Het projecteeren van de regelmatige lichamen, alsook de 
doorboring van oppervlakken hebben we niet behandeld, omdat 
daarvoor geen tijd overblijft bij het onderwijs in de B. M. aan 
onze H. B. Scholen. 

Vooral in den beginne hebben wij er voor gezorgd, dat een 
stereometrische teekening voorafgaat aan een constructiefiguur, 
een stereometrische oplossing aan een uitvoering. Daardoor, en 
door de behandeling van bijzondere standen en bijzondere 
gevallen is het leerboek omvangrijker geworden dan oorspron- 
kelijk ons plan was. 

Pe vraagstukken, waarboven „Herhaling* is geplaatst, hebben 
alleen betrekking op het bijbehoorende hoofdstuk, terwijl een 
reeks gemengde vraagstukken, grootendeels ontleend aan examen- 
opgaven, het geheel besluit. 

De uitgever heeft, als gewoonlijk, gezorgd voor een nette 
uitvoering. 

Voor welwillende op- en aanmerkingen houden wij ons als 
steeds aanbevolen. 

DE SCHRIJVERS. 

Nijmegen, Februari 1908. 

iüSS3094 «"''Google 
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I. INLEIDING. 



§ 1. In een plat vlak kan een figuur wiskundig zuiver 
geconstrueerd worden ; d. w. z. hoe volmaakter de werktuigen 
zijn, waarvan men zich bedient, des te nauwkeuriger wordt 
de figuur. Moet men b.v. op het bord een driehoek teekenen, 
waarvan de zijden 7, 10 en 12 cM zijn, dan kan men dezen 
driehoek vrij nauwkeurig teekenen, als men in het bezit is 
van een goeden passer en een dubbelen decimeter met juiste 
verdeeling. En in dezen driehoek kan men door direkte meting 
de lengte van bepaalde lijnen, b.v. hoogtelijnen, én de grootte 
van de hoeken vrij nauwkeurig bepalen. 

Dit is echter niet het geval met figuren, waarvan de deelen 
in verschillende platte vlakken liggen (stereometrisohe 
figuren) ; b.v. zooals dit verklaard is in § 99 van ons leer- 
boek der Stereometrie. 
Fig. 1. Zoo is in Fig. 1 een kubus voorgesteld, waarvan elke ribbe 
24 mM is. De lijn BC, die loodrecht staat op het vlak van 
teekening, heeft het derde deel van de werkelgke lengte van 
een ribbe en maakt een hoek van 30° met de horizontale 
l^nen in het teekenvlak. Men kan echter nu door meting niet 
de lengte van de lichaamsdiagonaal AG of de grootte van 
^AGC bepalen. 

Evenmin is dit het geval met zoogenaamde perspeotivi- 
sohe teekeningen van een lichaam. 
Fig. 2. Om een perspectivische teekening van het viervlak ABCD 
te verkrggen, denke men zich uit een punt O lijnen getrokken 
naar de hoekpunten. Deze lijnen snijden een plat vlak tp in 
de punten a, 6, c en d. De figuur abcd is nu de perspectivische 
teekening van ABCD, 

Dorks<'n en de Laive, Bosch ryvondo Meetkunde. 1 
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Het is echter onmogelijk uit de figuur abcd door meting de 
lengte van de ribben te bepalen, evenmin van de hoogtelijnen, 
den straal van den om- of ingeschreven bol, enz. 



§ 2. De beschrijvende meetkunde leert ons echter, hoe men 
Ignen, punten, vlakken en lichamen, die willekeurig in de 
ruimte liggen, kan voorstellen door middel van teekeningen 
in een plat vlak zoodanig, dat men door meetkundige con- 
structies in het platte vlak te verrichten, kan bepalen de 
ligging van punten en lijnen, de lengte van lijnen en de grootte 
van hoeken in de ruimte. 

Voor wij overgaan tot de grondbeginselen, maken wij de 
volgende afspraken : 

Punten zullen wy aangeven door hoofdletters, lijnen 
door kleine, vlakken door Grieksohe letters. 

Zichtbare IQnen worden getrokken, onzichtbare 
gestreept, hulplijnen gepunt, merkwaardige IQnen 
gepuntstreept. 

Voor gegeven punten^ lynen en vlakken gebruiken wif 
de eerste letters van het alphabet, voor gevraagde de 
laatste, voor willekeurige de middelste letters. 

Is ter opheldering een stereometrische teekening noodig, 
dan volgen wij de afspraak van § 99 van ons leerboek der 
Stereometrie : 

Lynen, die loodrecht staan op het vlak van teekening^ wor- 
den geteekend op \ van de werkelyke lengte en maken een 
hoek van 30^ met de horizontale lynen in ?iet vlak van teekening. 



A. Het Punt. 



Fig. 3. § 8. Zijn TTi en tt^ twee loodrecht op elkaar staande vlakken, 
waarvan wij het eerste horizontaal onderstellen en het 
tweede vertikaal, dan verdeden deze de ruimte in vier 
tweevlakshoeken (ruimtehoeken). 

De ruimte boven Ti en voor tt^ heet eerste; die boven tt^ 
en achter ttz tweede ; die onder tt^ en achter tt^ derde ; 
die onder tt^ en voor tt^ vierde ruimteboek. 
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TT, heet het horizontale of eerste projeotievlak ; tt^ 
het vertikale of tweede projeotievlak. 

Laat men uit een punt A een loodlyn neer op tt,, dan 
heet het voetpunt At de horizontale of eerste projectie 
van A; het voetpunt (A^) van de loodlyn uit AopTc^heetde 
vertikale of tweede projectie van A. De hodlynm 
AAi en ACA?) heeten de projecteerende IQnen van A. 

Om nu de beide projecties in één vlak (het vlak van tee- 
kening te kunnen voorstellen, neemt men aan, dat tt^ het 
vlak van teekening is, en wentelt dan tt^ om de snijlyn 
XY (as van projectie) in de richting van de pylijes^ tot 
Tj in het vlak van teekening tt^ is gekomen. 

Daar AAiJ_t, en AfAt) | tt^ staat, zal het vlak, dat door 
AAi en A(A2) gebracht wordt, J_ ^Y staan ; en indien B het 
punt is, waar dit vlak de as XY snijdt, zullen BAi en B(A2) 
beide | XY staan. 

Wentelt men nu ^r^ om XY, tot ^r^ het vlak tt^ bedekt, dan 
komt B(A8) in het verlengde van B Ai te liggen en (A2) in A2. 

N.B. De oorspronkelijke ligging van de vertikale projectie van 
punt A is in Fig. 3 door (Aa), die na de wenteling door Aa aan- 
gegeven. 

Fig. 4. Men krijgt daardoor de eenvoudige oonstructie-flguur 4, 
waarin de lijn, die Ai met A2 verbindt, loodrecht staat op 
de as XY. 

Fig. 5. Zij B een punt van de as van projectie XY en BAi een 
lijn in tti J_ XY, dan is Ai de eerste projectie van de punten 
gelegen in de lijn AiCj_^i. Zij BAj in t^ \ XY getrokken, 
dan is A2 de tweede projectie van de punten gelegen in de 
lijn A^D I TTg. 

Nu liggen AiC en A«D beide in het vlak, dat in B | XY 
staat. Zij snijden elkaar in één punt A. Van dit punt zijn 
derhalve Ai en Aj de beide projecties, waaruit volgt: 

Een punt is door 2lijn beide projecties volkomen 
bepaald. 

In verband met Fig. 4 volgt hieruit: 

Twee punten zullen in een constructieflguur de 
projecties van één punt in de ruimte zlijn, als de 
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IQn, die deze twee punten verbindt, loodreoht op 
de as van projectie staat. 

Indirekt kan men nu aantoonen : 

Als de IQn, die twee punten in een constructie- 
figuur verbindt, niet loodrecht op de as staat, dan 
kunnen deze punten niet de projecties van een punt 
in de ruimte voorstellen. 



Fig. 3. § 4. Uit Fig. 3 blijkt, dat AAiBCAg) een rechthoek is, en 
Fig. 4. dus A,B = ACAj) en (A2)B = AAi is. Derhalve wijst in Fig. 4 
AjB de afstand van A tot tt^ en AiB de afstand van A tot t^ 
aan ; m. a. w. : 

De afstand van een punt tot het horizontale vlak 
is gelijk aan den afstand van de vertikale projectie 
tot de as. 

De afstand van een punt tot het vertikale vlak 
is gelijk aan den afstand van de horizontale pro- 
jectie tot de as. 

Punt A uit Fig. 3 ligt in den eersten ruimteboek. Uit 
Fig. 4 volgt, dat in de constructiefiguur zijn horizontale 
projectie voor de as, zijn verticale projectie achter 
de as geteekend wordt. 

Ligt een punt C in tti (Fig. 3), dan zal de loodlijn op tt^ 
geheel in t, liggen, omdat tt, en ttz loodrecht op elkaar staan. 
De vertikale projectie C2 ligt derhalve in de as. 

Ligt een punt D in tt^, dan zal de loodlijn op tt^ geheel in 
Ti liggen. De horizontale projectie Di ligt derhalve in de as. 
Fig. 6. Na wenteling blijkt, dat in de constructiefiguur d-Cz voor- 

stelt een punt in tt^ voor tt., en D1-D2 een punt in tt^ boven tt,. 

Opgaven. 

Teeken de constructiefiguur van een punt, dat: 

1. 3 cM boven tti en 4 cM voor tto ligt. 

2. In ^1 ligt, 5 cM voor tt^. 

3. In TTi ligt, 3 cM boven tt,. 

4. In de as van projectie ligt. 
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Fig. 7a. § 5. Zij A een punt in den tweeden ruimteboek, dan 
ligt zijn horizontale projectie Ai achter de as; de vertikale 
projectie (Ag) ligt boven de as, en komt na wenteling ook 
achter de as te liggen. 

Fig. Ib. Uit de constructiefiguur 76 blijkt, dat van een punt in den 
tweeden ruimtchoek beide projecties aobter de as liggen. 

Fig. 8a. In Fig. 8a is A een punt in den derden ruimteboek. 
Fig. 82». Na wenteling blijkt uit de constructiefiguur 86, dat de 

borizontale projectie acbter de as, de vertikale voor 

de as ligt. 

Fig. 9a. In Fig. 9a is A een punt in den vierden ruimteboek. 
Fig. 9b, Na wenteling blijkt uit de constructiefiguur 96, dat beide 
projecties voor de as liggen. 

In elk van deze drie gevallen staat de IQn, die de beide 
projecties Ai en A^ verbindt, loodrecbt op de as 
van projectie. 

Wil men een punt in de ruimte noemen, waarvan de pro' 
jecties in de constructiefiguur door -4, en At xyn aangegeven, 
dan kan men spreken van het punt Ai-Ai. 

Men kan echter ook spreken van het punt A, Dit laatste 
zullen wy altijd doen, als het geen aanleiding tot verwarring 
geeft. 

Opgaven. 

Teeken de constructiefiguur van een punt, dat: 

1. 3 cM voor TTi en 2 cM beneden tt^ ligt. 

2. 5 cM achter tt.^ en 3 cM beneden tt^ ligt. 

3. 4 cM achter tt^ en 5 cM boven ^i ligt. 

4. 3 cM achter Ti en in tt, ligt. 

5. In TT-i en 3 cM beneden tt^ ligt. 

6. Construeer in elk van de opgaven 1, 2 en 3 den afstand 
van het punt tot de as van projectie. 

7. Wat weet ge van een punt, waarvan de projecties in de 
constructiefiguur samenvallen achter de as? 
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8. Wat van een punt, waarvan de projecties in de con- 
structiefigaur samenvallen voor de as? 

9. Wat weet ge van de projecties van punten, die gelegen 
zgn in het vlak, dat den eersten (tweeden, derden, vierden) 
ruimteboek middendoor deelt? 

10. Lees de volgende teekening: 



A,_ 



A.l 






-El 



Bi • 



D, 



-E, 



F, 



G^G. -ïï' 



H, 



-C, 



-Dl ^F, 






B. De rechte lijn. 

Fig. 10. § 6. Projecteert men een rechte lijn AB of l op het hori- 
zontale vlak ^1, dan weet men uit de Stereometrie, dat haar 
projectie AiBi of li weer een rechte lijn is. 

Men noemt nu het vlak ABBiAi het horizontaal projeo- 
teerend vlak van AB en AiBi haar horizontale projectie. 

Het horizontaal projecteerend vlak van AB staat loodrecht 

op TTi. 

Doch niet alleen de rechte lijn AB, maar elke rechte of 
kromme lijn van het horizontaal projecteerend vlak ABBiAi 
heeft AjBi tot horizontale projectie. 

Een rechte Ijjn is dus door haar horizontale pro- 
jectie niet bepaald. 

Een uitzondering hierop maakt een lijn, die J_ ^> staat. Haar 
horizontaal projecteerend vlak ontaardt in de lijn zelf. Haar hori- 
zontale projectie is een punt. 

Fig. 11. Zij A2B2 de projectie van een rechte lijn AB op het vertikale 
vlak ^2, dan heet het vlak ABBjAs het verticaal projec- 
teerend vlak van AB en AsB^ de vertikale projectie 
van AB. 

Ook nu heeft niet alleen AB, maar elke rechte of kromme 
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lijn van het vertikaal projecteerend vlak ABBjAa, tot vertikale 
projectie de lijn AjB*. 

Ben lija is dus evenmin door haar vertikale pro- 
jectie bepaald. 

Alleen een lijn J_ ^* is door haar vertikale projectie volkomen 
bepaald. Haar vertikale projectie is een pnnt. 

Tig. 12. Weet men echter, dat AiBi de horizontale projectie is van 
een rechte lijn en A2B2 de vertikale, dan weet men van AB, 
dat zij zich bevinden moet in het vlak door AiBi JL ^^n en 
ook in het vlak door A^Bz Ltt^ gebracht. Deze twee vlakken 
snijden elkaar volgens één enkele lijn ; dat is dus de lijn AB ; 
derhalve : 

Een rechte l|jn is door haar twee projecties vol- 
komen bepaald. 

Fig. 13. Denkt men nu het vlak tt^ op de bekende wijze neergewen- 
teld in tti, dan krijgen we de constructiefiguur 13, die dus 
voorstelt een lijn AB, die geheel in den eersten ruimteboek ligt. 
Ook nu kan men by Fig. 13 spreken van de lyn AiBi — 
A2B2 of van AB. Als er geen verwarring door ontstaat, noe' 
men we de lyn kortweg AB. 



Fig. 14. § 7. Neemt men twee punten A en B van een lijn in den 
tweeden ruimteboek, dan liggen in de constructiefiguur Ai en 
Aj, alsook Bi en B2 achter de as. De horizontale en de ver- 
tikale projectie van de lijn liggen dus beide achter de as. 

Zij Cl een punt van AiBi, dan stelt dit de horizontale pro- 
jectie van een punt der lijn AB voor. Zijn vertikale projectie 
Cg ligt dan in AgBs* en wordt gevonden door de loodlijn uit 
Cl op XY te verlengen tot zij A2B2 ontmoet. 

Het punt D, waarvan de projecties in Fig. 14 samenvallen, 
is volgens § 4 van tt^ op een afstand gelgk aan dien van D2 
tot de as, en van tt, op een afstand gelijk aan dien van Di 
tot de as verwijderd. Het ligt derhalve even ver van beide 
projectievlakken verwijderd, en is dus het punt, waarin de lijn 
AB het vlak ontmoet, dat den tweeden ruimteboek midden- 
door deelt (tweede deelvlak). 

In § 2 is afgesproken : 
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Zichtbare lynen worden getrokken^ onzichtbare gestreept. 

Wentelt men ^i op de in § 3 aangegeven wijze om de as 
XY tot het 5r, bedekt, dan is alles wat horixontaal heet en 
achter de as ligt onxichtbaar (omdat het door het bovenste 
gedeelte van tt-i bedekt wordt) en wordt derhalve gestreept. 

Alles wat vertikaal heet en onder de as ligt is onxichtbaar 
(omdat het door het voorste gedeelte van :r, bedekt wordt), 
en wordt derhalve gestreept. 

Daarom is in Fig. 14 de horizontale projectie AiBi gestreept. 



Fig. 12. § 8. Zij in Fig. 12 het punt E zoo op AB gelegen, dat 
AE = f AB is, dan is volgens een bekende eigenschap van 
de vlakke meetkunde AiEi = f AiBi en A2E3 = f A2B,, waar- 
uit volgt : 

De stukken, waarin een Ijjn door een punt ver- 
deeld wordt, zqn evenredig met de stukken, waarin 
de projecties van die Ujjn door de gelijknamige 
projecties van dat punt verdeeld worden. 

Opgaven. 

Teeken in een constritctiefiguur een lyn: 

1. In den derden ruimtehoek. 

2. In den vierden ruimtehoek. 

3. In Tl, vóór Xj. 

4. In ^Ti, achter ^2. 

5. In Tj, boven tt^. 

6. In ^1, beneden Tj. 

7. In elk van de ruimteboeken // tt^. 

8. In elk van de ruimteboeken // ^i. 

9. In elk van de ruimteboeken | tt^. 

10. In elk van de ruimteboeken | tt^. 

11. In den eersten ruimtehoek // ^i en metXi een hoek van 
30^ makende. 

12. In den tweeden ruimtehoek // :r^ en met tt^ een boek van 
45^ makende. 

13. In den derden ruimtehoek // ^j en met ^i een hoek van 
60** makende. 

14. In elk van de ruimteboeken en // de as van projectie. 
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15. In elk van de ruimtehoekea en die de as van projectie snijdt. 

16. Teeken in een constructiefiguur een lijn in den eersten 
ruimteboek, en bepaal daarin bet punt, dat 2 cM voor 
^1 ligt; daarna bet punt, dat 2 cM boven tt^ ligt. 

17. Teeken in een constructiefiguur een driebeek in den eersten 
ruimteboek, en bepaal de projecties van bet zwaartepunt 
van dien driebeek. 

18. Wat weet ge van een liju; waarvan de projecties in de 
constructiefiguur samenvallen boven de as? 

19. Evenzoo, als de projecties samenvallen beneden de as? 

20. Van een gelijkbeenigen driebeek is één been gelegen in 
5r,, bet andere in ^i. Teeken de projecties van de bissec- 
trix van den topboek van dien gelijkbeenigen driebeek. 



Fig. 15rt. § 9. In Fig. 15a stelt AB een lijn in den eersten ruimte- 
beek voor. Het snijpunt van de lijn met ^i (horizontale 
doorgangspunt van de lijn) ligt in tt^ en daarom ligt de 
vertikale projectie er van in de as, maar natuurlijk ook in de 
vertikale projectie van de 1^'n zelf. 

Fig. 156. Wil men dus het horixoniale doorgangspunt (0) van een lijn 
in een constructiefiguur bepalen^ dan verlen ge men de vertikale 
projectie tot xy de as snijdt. Dit snypunt is dan de vertikale 
projectie van het horizontale doorgangspunt. De horizontale 
projectie ligt dan 1* in de lyn door de vertikale projectie JL 
de as, en 2"" in de horizontale projectie van de lijn zelf. Het 
snypunt van beide lynen is derhalve de horizontale projectie. 
Op dezelfde wijze vindt men bet borizontale doorgangspunt 
van een lijn in een anderen ruimteboek. 

Onder bet vertikale doorgangspunt van een lijn ver- 
staat men bet punt, waarin zij tt^ snijdt. 

Wil men het vertikale doorgangspunt ([[]) van een lyn in 
een constructiefigutir bepalen, dan verlenge men de horizontale 
projectie, tot zij de as snijdt.. Dit snypunt is de horizontale 
projectie van het gezochte punt. De loodlijn in dit snypunt 
snydt de vertikale projectie van de lijn in het gevraagde punt. 
Fig. lob. In Fig. 156 zijn de doorgangspunten van een lijn AB in 
den eersten ruimteboek bepaald. 
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Opgaven. 

Construeer de doorgavgspunten van een lyn: 

1. In den tweeden ruimteboek. 

2. In den derden ruimteboek. 

3. In den vierden ruimteboek. 

4. In een constructiefiguur zijn de doorgangspunten van een 
lijn in den tweeden (derden, vierden) ruimteboek gegeven. 
Construeer de projecties van die lijn. 

• 5. Construeer bet borizontale doorgangspunt van een lijn in 
den tweeden ruimteboek, die //^^ loopt. 

6. Construeer bet vertikale doorgangspunt van een lijn in 
den derden ruimteboek, die //^i loopt. 

7. Welke lijnen hebben geen doorgangspunten? 



Fig. 16. § 10. Uit bet voorgaande blijkt, dat in een constructiefiguur 
twee willekeurig getrokken lijnen de projecties van een lijn 
kunnen voorstellen. Zoo stellen in Fig. 16 «i en Oq de projecties 
van een lijn a in den derden ruimteboek voor. Daar öi acbter 

> de as ligt, zal de lijn a in een vlak liggen acbter tt^ door 

üi J_ ^1 gebracbt. Daar «« voor de as ligt, zal de lijn a in een 
vlak liggen beneden ^i door a^^T^t gebracbt. De snijlijn van 
deze twee vlakken, de lijn a, ligt derbalve in den derden 
ruimteboek. 

Fig. 17. Indien ecbter ai en Og in eikaars verlengde vallen, ligt de 
lijn a in een vlak door ai JL '^i ^^ ook in een vlak door 
Os JL ^2. Deze vlakken, die beide in B loodrecbt op de as van 
projectie staan, vallen samen, bebben dus oneindig veel lijnen 
gemeen. Derhalve is in dit geval de Itjn a niet door 
haar projecties bepaald. 

Fig. 18a. Zijn A en B twee punten, die zicb bevinden in een vlak, 
dat loodrecbt op de as staat, dan is bun ligging volkomen 
bepaald door bun beide projecties ; m. a. w. : Een lijn, die de 
as loodrecbt kruist of snijdt is bepaald door de projecties van 

Fig. 186. twee van baar punten. (Fig 18&). 

Later (§ 16) wordt nog een andere manier medegedeeld. 
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Fig. 19. 



Fig. 20. 



waarop imen den stand van zulk een lijn nauwkeurig kan 
aangeven. 

Opgaven. 



2. 

3. 



Wat weet ge van een lijn, indien haar doorgangspunten 
in de constructiefiguur samenvallen achter de as? 
Wat, indien ze samenvallen voor de as? 
Voltooi de projecties van de lijnen in de volgende figuur, 
en zeg in welken ruimtehoek ze liggen. 



□ 







© 



□ 



□ 



© 







□ 



§ 11. In het voorgaande hebben wij steeds een lijn beschouwd, 
die geheel in een van de ruimteboeken gelegen was. Wanneer 
men echter een lijn, die beide projectievlakken in verschillende 
punten snijdt, aan weerskanten verlengt, dan blykt, dat ieder 
verlengde in een anderen ruimtehoek ligt: 

Een onbepaald verlengde Ijjn doorloopt in het 
algemeen drie ruimtehoeken. 

Loopt de lijn evenwijdig aan één van de projectievlakken, 
dan doorloopt zij slechts twee ruimtehoeken. Dit is ook het 
geval, als de lijn de as snijdt. Een lijn evenw^'dig aan de as 
ligt geheel in één ruimtehoek. 

In Fig. 19 is een lijn AD voorgesteld, die van den eersten 
door den vierden naar den derden ruimtehoek loopt. Het deel 
AB ligt in den eersten, BC in den vierden, CD in den derden 
ruimtehoek. 

In de daarbij behoorende constructiefiguur 20, zgn de door- 
gangspunten op de bekende manier (© en Q) aangegeven. 
Het gedeelte van de horizontale projectie, dat achter de as, 
en het gedeelte van de vertikale projectie, dat onder de as 
ligt, is (§ 7) gestreept. 
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Opgaven. 

Teekeii in de constriLctiefiguur een lyn: 

1. Van den eersten ruimteboek door den tweeden naar den 
derden. 

2. Van den tweeden door den derden naar den vierden. 

3. Van den vierden door den eersten naar den tweeden. 

4. In den eersten en tweeden // tt^. 

5. In den tweeden en derden // tt^. 

6. In den derden en vierden// tt,. 

7. In den eersten en vierden // tt^. 

8. Wat weet ge van het punt ErE2 in Fig. 20? 



C. Het Vlak. 

§ 12. Een vlak kan drieërlei stand hebben ten opzichte van 
de as. Het kan: 
. 1. de as snijden, 

2. evenwijdig aan de as loopen, 

3. de as bevatten. 

Het vlak sntjdt deas. 

Fig. 21. Als een vlak de as in een punt » snijdt, dan is x een 
gemeeoschappeiyk punt van het vlak en Ti, dus van de lijn, 
die het vlak met tt^ gemeen heeft. Deze lijn heet de hori- 
zontale doorgang van het vlak en wordt in de figuur 
aangewezen door ^^i. 

Evenzoo is x een gemeenschappelijk punt van het vlak en 
^2, dus ook van de snijlijn van het vlak met tt^. Deze lijn 
heet de vertikale doorgang van het vlak en wordt in de 
figuur aangewezen door xx^. 

Het gedeelte van het vlak, dat zich tusschen ^^i en xot,^ 
bevindt, ligt in den eersten ruimteboek; door a^Xi en het ver- 
lengde van ^^1 wordt het gedeelte van het vlak begrensd, dat 
in den tweeden ruimteboek ligt; de verlengden van ^^len^^s 
zijn de grenzen van het gedeelte van het vlak, dat in den 
derden ruimteboek ligt ; xxy en het verlengde van otx-i begrenzen 
het gedeelte van het vlak, dat in den vierden ruimteboek ligt. 
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Daar door twee sngdende lijnen slechts één vlak kan gebracht 
worden, is een vlak, dat de as snjjdt, door z\in twee 
doorgangen volkomen bepaald. 

Fig. 22. Teekent men in een constructiefiguur twee lijnen ös^i en ctoc^ 
die elkaar in de as ontmoeten, dan kunnen deze de doorgangen 
van een vlak voorstellen. 

Twee lijnen, die elkaar niet in een punt van de as ontmoeten, 
kunnen niet de doorgangen van een vlak voorstellen. 

Om de doorgangen van een vlak niet te verwarren met de 
projecties van een lijn, hebben we de eerste aangeduid door 
Grieksche letters. 

Men spreekt nu in Fig. 22 van het vlak XyX Xi of kortweg 
van cc. 

Bijzondere standen. 

Fig. 23flf. Staat het vlak ^ J_ ^i^ ^^^ s**^^ ^® vertikale doorgang 

0CX2 J_ de as. Immers x en tt^ zijn dan twee vlakken^ die beide 

I TTi staan. Hun snijlijn xx^ staat derhalve ook J_ ^1 ^n daarom 

Fig. 236. ook _L ^^ ^s- Derhalve is Fig. 23i, waarin xx^ JL de as staat, 
de voorstelling van een vlak JL ^1. 

Fig. 24a. Om dezelfde reden zal de horizontale doorgang van een 
vlak /3, dat J_ tt^ staat, loodrecht op de as staan. De constructie- 
Fig. 246. figuur 246, waarin /3/3i JL de as staat, stelt derhalve een vlak 
I ^2 voor. 

Fig. 2bb. Fig. 256, waarin de beide doorgangen van een vlak y beide 
I de as staan, stelt een vlak voor, dat zoowel J_ ^2 ^'^ JL ^1, 
en dus ook _L ^® ^^ staat. 

Het vlak loopt evenwijdig aan de as. 

Fig. 26a. § 13. Is een vlak x evenwijdig aan de as, dan moet tt^ 
het vlak x snijden volgens een lijn x^ jj de as. De horizontale 
doorgang loopt dus // de as. 

Om dezelfde reden loopt de vertikale doorgang x.2 ook // de as. 

Fig. 266. Derhalve stelt Fig. 266 een vlak x voor, dat // de as loopt, 
TTi vóór en tt^ boven de as snijdt. 
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Fig. 26c. Fig. 26c stelt een vlak /3 voor, dat // de as loopt, tt^ voor 
de as en t^ beneden de as snijdt. 

Fig. 27a. Wanneer een vlak // tt^ loopt, dan loopt de horizontale door- 
gang // de as, en de vertikale doorgang ontbreekt. Loopt een 
vlak // T,, dan loopt de vertikale doorgang // de as, en de 
horizontale doorgang ontbreekt. 

Fig. 276, Derhalve stelt ^i in Fig. 27& een vlak voor, dat // het 
vertikale vlak loopt en er voor ligt. 

Fig. 27c. In Fig. 27c stelt ^2 een vlak voor, dat // het horizontale 
vlak loopt en er beneden ligt. 

Het vlak bevat de as. 

§ 14. Gaat een vlak door de as, dan is het niet door zijn 
doorgangen bepaald ; deze vallen immers samen met de as. 

Men kan met behulp van twee projectievlakken dit vlak dus 
niet in een constructiefiguur aanduiden, tenzij men nog een 
punt aangeeft, waar het vlak door moet gaan. 
Fig. 28. Zoo kan men spreken van het vlak, dat door de as en punt 
A gaat. 

Opgaven. 

Wat weet ge van een vlak als : 

1. De twee doorgangen // de as loopen en samenvallen boven 
de as? 

2. de twee doorgangen // de as loopen en samenvallen bene- 
den de as? 

3. Neem een cahier open voor u en trek één lijn over twee 
naast elkaar liggende bladzijden. Laat daarna deze twee 
bladzijden een hoek van 90** met elkaar maken. Dan hebt 
ge een rechten tweevlakshoek. De getrokken lijn bestaat 
nu uit twee deelen, die de doorgangen van een vlak öj 
voorstellen. Wat valt nu op te merken, als ge de con- 
structiefiguur van dit vlak maakt? 

Beschouw nu den drievlakshoek, die tot ribben heeft: 
de as, den vertikalen doorgang en het verlengde van den 
horizontalen doorgang. Wat merkt ge nu op ten aanzien 
van de hoeken, die vlak ^ met de projectievlakken maakt? 
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D. Het derde projectievi>ak. 

§ 15. In § 10 is gebleken, dat een lijn, die de as loodrecht 
kruist, door haar twee projecties niet bepaald is, tenzij de 
projecties van twee punten van die lijn gegeven zijn. Uit 
§ 14 blijkt, dat een vlak, dat door de as en een punt buiten 
de as gaat, niet door zijn doorgangen bepaald is. 

De stand van zulk een lijn en vlak kan echter nauwkeurig 
aangegeven worden, indien men gebruik maakt van een derde 
projeotievlak. 

Hieronder verstaat men een vlak ^3, dat in een punt van 
de as loodrecht op die as (en dus ook loodrecht op de beide 
projectievlakken) is opgericht. 

De projectie van eea punt of een lijn op dat projeotievlak noemt 
men de derde projectie van dat punt of die lijn. De doorgang 
van een vlak met dat projectievlak heet de derde doorgang. 
Fig. 29a. Dit derde projectievlak wentelen wij nu met alle punten en 
lijnen, die er in liggen, om zijn horizontalen doorgang (nieuwe 
as) in het horizontale vlak, en wel naar rechts. 

De derde projectie van het punt A wordt nu verkregen, 
door uit Al een loodlijn AiC neer te laten op de nieuwe as 
en in C een loodlijn C(A3) in ^3 gelijk aan den afstand van 
Ai tot de oorspronkelijke as op te richten. 

Verlengt men nu AiC met een stuk CA3 = C(A3), dan 
krijgt men de ligging van de derde projectie, nadat ^3 in ^r, 
is gewenteld. 

Die ligging had men ook kunnen verkr^'gen, door uit As 
een loodlijn AjD neer te laten op den vertikalen doorgang 
van 773, daarna uit O als middelpunt met OD als straal een 
cirkelboog van 90** in tt^ te beschrijven, en uit het uiteinde 
E een lijn te trekken // de nieuwe as, die het verlengde van AiC in 
Fig. 296. A3 snijdt. Men verkrijgt daardoor de constructiefiguur 296. 

Opmerking. Later (Hoofdstuk IV) zal het meermalen 
gebeuren, dat men een vlak JL ^1 als nieuw projectievlak aan- 
neemt. De plaatsing van de letters Xi en Yi bij de nieuwe 
as geschiedt niet willekeurig. Wij denken ons steeds geplaatst 
I ^1 met het gezicht naar het nieuwe projectievlak, hetwelk 
wij dan achterover in ^i wentelen. Bij het linker uiteinde van 
de nieuwe as zetten we dan de letter Xi, bij het rechter uit- 
einde de letter Yi. 
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Fig. 30a In Fig. 30a is de wenteling geteekend, die de derde projectie 
van een punt A in den tweeden ruimteboek ondergaat. Fig. 306 
is de bijbehoorende constructiefiguur. 

Fig. 31a Evenzoo is in Fig. 31a de wenteling geteekend, die de derde 
®" projectie van een punt A in den derden ruimteboek ondergaat. 

Fig. Slb is de bijbehoorende constructiefiguur. 

Fig. 32a In Fig. 32a en b is ten slotte hetzelfde geschied voor een 
®° ^' punt A in den vierden ruimteboek. 

Uit een aandachtige beschouwing van Fig. 29b tot en met 
32b blijkt, dat men de derde projectie van een punt A uit de 
andere twee projecties als volgt afleidt: 

Trek door A^ een lyn II de oorspronkelyke as^ tot xy den 
vertikalen doorgang van ^3 ontmoet in D. Beschryf uit O 
{het snypunt van de drie prqjectievlakkeri) als middelpunt met 
OD als straal een boog van 90° in de richting van de wijzers 
van een uurwerk. Trek door het uiteinde E van dien boog 
een lyn II de nieuwe as^ tot zif de lyn uit Ai II de oorspron- 
kelijke as in het gezochte punt As ontmoet. 

Opgaven. 

Teeken de drie projecties van een punt, dat gelegen is : 

1. 3 cM boven ^i, 4 cM voor tt.^ en 5 cM links van tt-^. 

2. 4 cM , ^1, 5 cM achter TTi en 6 cM , , tt^. 

3. In TTi, 4 cM „ TTi en S cM „ , ^3. 

4. 3 cM beneden Tj, 5 cM voor tt^ en in tts. 

5. 2 cM „ TTi, 5 cM achter tt.^ en in tt-s. 

6. In Tt, 4 cM „ TTi en in tt^. 

7. 3 cM » ^1, in tt^ en 2 cM links van tt^. 

8. 2 cM » ^1, in ^2 en in ^3. 

Bepaal: 

9. A2 (eerste ruimteboek), als Ai en A3 gegeven zijn. 

10. Ag (tweede „ ), als Ai en A3 „ , . 

11. A2 (derde „ ), als Ai en A3 „ , . 

12. A2 (vierde „ ), als Ai en A3 » » . 
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Teeken de drie projecties van een punt, dat gelegen is: 

13. 3 cM boven ^r^, 2 cM voor tt^ en 4 cM links van Xg. 

14. 4 cM beneden ^i, 3 cM „ tt^ en 3 cM „ „ Tg. 

15. 3 cM „ TTi, 2 cM achter tt^ en 1 cM „ „ Tg. 

16. In ^1, 3 cM voor ttz en 3 cM , „ Tg. 

17. 5 cM boven Ti, in Tg en 2 cM rechts , Tg. 

18. 2 cM beneden Ti, in t^ en 4 cM „ „ Tg. 

19. In Tl, in Tg en 2 cM „ „ tt^. 

20. Wat weet ge van een punt, als zijn drie projecties samen- 
vallen voor de oorspronkelijke as, en wat, als dit geschiedt 
achter de oorspronkelijke as? 

21 — 27. Maak de opgaven 13 tot en met 19 in de onder- 
stelling, dat Tg om zijn horizontalen doorgang naar links 
wordt gewenteld in Tj. 



Fig. 33. § 16. Om de derde projectie van een lijn te vinden, con- 
strueere men de derde projecties van twee punten van die lijn 
en verbinde deze. 

Fig. 34. Doorgaans zoekt men de derde projecties van de doorgangs- 
punten van de lijn met t, en Tj. Tevens is in Fig. 34 hetdoorgangs- 
punt van de lijn met Tg (derde doorgangspunt) Cs bepaald. 

In § 10 is gezegd, dat een lijn, die de as loodrecht kruist 
of snijdt, niet door haar eerste en tweede projectie bepaald is, 
tenzij de twee projecties gegeven zijn van twee punten A en B 
van die lijn. 
Fig. 35. Uit de twee projecties van A en B kan men echter de derde 
projecties Ag en Bg aifleiden, en dus de derde projectie van 
de lijn bepalen. Omgekeerd kan men uit de eerste en derde 
projectie van zulk een lijn de tweede bepalen, of ook uit de 
tweede en derde projectie de eerste afleiden. 

Een lijn, die de as loodrecht kruist, is dus bepaald door 
haar derde projectie met een van de andere projecties. 

Opgaven. 

Teeken de drie projecties van een lyn: 
1. Geheel gelegen in den tweeden (derden, vierden) ruimtehoek. 

Derksen en de Laive, Beschrijvende Meetkunde. 2 
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2. Die een punt in den tweeden ruimtehoek verbindt met 
een punt van de as. 

3. Die evenwijdig aan de as loopt en in den derden ruimte- 
hoek ligt. 

4. Van een lijn vallen de eerste en derde projectie samen. 
Wat weet ge van die lijn? 

5. Van een lijn vallen de tweede en derde projectie samen. 
Wat weet ge van die lijn? 

6. Van een lijn vallen de drie projecties samen. Wat weet 
ge van die lijn? 

7. Bepaal in een lijn in den eersten ruimtehoek het punt, 
dat even ver van ^i als van tt^ verwijderd is. 

8. Bepaal ook in die lijn het punt, dat even ver van t, als 
van ^3 verwijderd is. 

9. Bepaal het derde doorgangspunt van een lijn, die het punt 
A (2 cM boven ^i, 3 cM achter ttz en 4 cM links van tt^) 
verbindt met het punt B- (3 cM beneden ^i, 1 cM voor 
^2 én 1 cM links van ^3). 

10. Van een lijn in het derde projectie vlak gelegen is de 
derde projectie gegeven. Bepaal haar doorgangspunten 
met TTi en Xg. 

Fig. 36a. § 17. Om den derden doorgang AC van een vlak ABC te 
vipden, redeneert men als volgt: 

Het punt A, waar zijn horizontale doorgang den horizontalen 
doorgang van tt^ snijdt, blijft bij de wenteling van tt^ op zijn 
plaats. 

Het punt C, waar zijn vertikale doorgang den vertikalen 
doorgang van ^3 snijdt, beschrijft een boog van 90® met O 
als middelpunt en OC als straal en komt dus in D. De lijn 
Fig. 366. AD is dus de derde doorgang. 

Fig. 37flf. Staat een vlak loodrecht op het eerste projectievlak, dan 
staat zijn derde doorgang ^(^3) loodrecht op OY' en loopt dus 
// OZ. Daar OZ bij wenteling van tt^ in OY komt, zal o^x^ II OY 

Fig. 376. komen te liggen. Wij krijgen dus de constructiefiguur 376. 

Fig. 38. In de constructiefiguur 38 stelt 0J3 de derde doorgang voor 
van een vlak ^, dat loodrecht op ^2 staat 
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Fig. 39. In Fig. 39 is ^^j de derde doorgang van een vlak, dat 
// de as van projectie loopt. 

Gaat een vlak door de as van projectie en een punt buiten 
de as, dan vallen zijn eerste en tweede doorgang samen, en is 
Fig. 40. het vlak dus niet door zijn twee doorgangen bepaald (§ 14). 
Zij A een punt in den eersten ruimteboek, waar zulk een 
vlak door moet gaan, dan staat dit vlak JL ^3 (waarom ?), en 
de loodlijn uit A op tt^ ligt dus geheel in dat vlak. Het voet- 
punt van die loodlijn (de derde projectie van A) is dus tevens 
een punt van zijn derden doorgang. Maar O is ook een punt 
er van. Derhalve is OA3 zijn derde doorgang ^3. 

Opgaven. 

Teeken den derden doorgang van een vlak, dat : 

1. // :r, loopt. 

2. // TT^ loopt. 

3. Door de as en een punt in den tweeden (derden, vierden) 
ruimteboek gaat. 

4. Den eersten (tweeden) ruimteboek middendoor deelt. 

5. Teeken den tweeden doorgang van een vlak, als de eerste 
en derde doorgang gegeven zijn. 

6. Teeken den eersten doorgang van een vlak, waarvan de 
tweede en derde doorgang gegeven zijn. 
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II. VERSCHILLENDE STANDEN VAN LIJNEN EN 
VLAKKEN TEN OPZICHTE VAN ELKAAR. 



A. Twee Lijnen. 

§ 18. Twee lijnen kunnen drieërlei stand ten opzichte van 
elkaar hebben ; zij kunnen : 

1. evenwijdig loopen, 

2. elkaar snijden, 

3. elkaar kruisen. 

Evenwijdige Ijjjnen. 

Fig. 41. Als AB en CD de evenwijdige lijnen zijn, terwijl ABBiAi 
en CDDiCi hun projecteerende vlakken ten opzichte van ^i zijn, 
dan loopen deze vlakken evenwijdig, omdat twee elkaar snij- 
dende lijnen van het eene // twee elkaar snijdende lijnen van het 
andere zijn. Hun snijlijnen AiBi en CiDi met tt^, dus de horizon- 
tale projecties van AB en CD, loopen derhalve ook evenwijdig. 

Evenzoo bewijst men, dat ook de vertikale projecties even- 
wijdig loopen, evenals de derde projecties. 

Omgekeerd : Zija de horizontale projecties van een 
Ifjn evenwijdig en ook de vertikale of derde pro- 
jecties, dan loopen de Iqnen zelf ook evenwijdig. 
Immers de lijnen zijn dan de snijlijnen van projecteerende 
vlakken, die twee aan twee evenwijdig loopen, en elkaar dus 
ook volgens evenwijdige lijnen snijden. 

Snijdende Ifjnen. 

§ 19. De projecties van het snijpunt moeten op de gelijk- 
namige projecties van de lijnen liggen. De horizontale projectie 
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van het snijpunt is dus het snijpunt van de horizontale projecties 
van de lijnen ; de vertikale projectie is het snijpunt van de 
vertikale projecties van de lijnen. En daar de projecties van 
een punt steeds moeten liggen in een Ign loodrecht op de as, 
zoo volgt hieruit: 

Opdat twee lynen^ in projectie geteekend, twee snydende 
lynen voorstellen^ moeten het snypunt van de horixontale pro^ 
jecties en dat van de vertikale projecties in één loodlyn op de 
as liggen. 
Fig. 42. Zoo stelt Fig. 42 twee lijnen a en 6 voor, die elkaar in 
het punt A snijden. 

Als twee lijnen, zooals AB en CD in Fig. 43, beide liggen in een 

Fig. 43. vlak, dat de as loodrecht snijdt, dan kan men uit haar horizontale 

en vertikale projecties niet besluiten of ze evenwijdig zijn of 

elkaar snijden. Teekent men echter haar derde projecties, dan 

blijkt, dat het snijdende lijnen zgn, en dat S haar snijpunt is. 

Kruisende Itjnen. 

§ 20. Uit het voorgaande volgt: 

Ligt het snijpunt van de horizontale projecties en dat van 
de vertikale projecties niet in één loodlijn op de as, en loopen 
de gelijknamige projecties ook niet evenwijdig, dan stelt de 
Fig. 44. constructiefiguur twee kruisende lijnen voor. 

Loodrechte stand van twee lijnen. 

§ 21. In de Stereometrie (§ 28) hebben we de eigenschap 
geleerd: 

Als één been van een rechten hoek evenwijdig loopt aan een 
plat vlak, dan is de projectie van dien rechten hoek op dat 
vlak weer een rechte hoek. 

Omgekeerd kan men even gemakkelijk aantoonen: 

Als de projecties van twee l^nen a en 6 op een 
vlak loodrecht op elkaar staan, en één van die 
lijnen, b.v. a, is evenwijdig aan dat vlak, dan sntjdt 
of kruist de andere de eerste loodrecht. 

Met behulp van deze eigenschap kan men den afstand van 
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twee kruisende lijnen construeeren, als één er van loodrecht 
op een van de projectievlakken staat. 

Fig. 45a. Zij Ai de horizontale projectie van de lijn a _[_ ^i, en 61 de 
horizontale projectie van de haar kruisende lijn BC of &. 

De gevraagde afstand AB staat J_ a en loopt dus // ïTi. Der- 
halve is Z^ CBA een rechte hoek, waarvan een been // tt^ loopt; 
de horizontale projectie is derhalve een rechte hoek. 

Fig. 45ft. In de constructiefiguur moet men derhalve uit Ai (de hori- 
zontale projectie van a) een loodlijn neerlaten op &i, dan is 
AiBi de horizontale projectie van den gevraagden afstand, 
waarvan de vertikale projectie A2B2 nu gemakkelijk gevonden 
kan worden. Immers B2 ligt in hi loodrecht boven Bi, terwijl 
AjBe // de as moet loopen, omdat AB // 5r* loopt. AiBi is de 
lengte van den gevraagden afstand. 

Om den afstand van de as van projectie tot een haar krui- 
Fig. 46. sende lijn AB te vinden, bedenke men, dat de as van projectie 
I staat op ^Tg. 

We construeeren derhalve de derde projectie van AB en 
nemen gemakshalve ir^ door één van de doorgangspunten, b.v. 
B. De derde projectie van AB is dan A3B3, die van de as is 
C3. Trekt men nu C3D3 J_ -A.3B3, dan is dit de derde projectie 
van den gevraagden afstand en tegelijk zijn werkelijke lengte. 
Men leidt hieruit gemakkelijk zijn horizontale en vertikale 
projectie af. 

Als geen van de twee lijnen evenwijdig loopt aan één van 
de projectievlakken, is de loodrechte stand niet uit de pro- 
jecties op te maken. 

Opgaven. 

Boor een gegeven punt een lijn te trekken^ die: 

1. Evenwijdig loopt aan een gegeven lijn. 

2. Een gegeven lijn snijdt en // 'tty loopt. 

3. Een gegeven lijn snijdt en // tt^ loopt. 

4. Een gegeven lijn kruist en // Ti loopt. 

Bepaal den afstand van twee kruisende lynen, waarvan: 

5. Eén _L ^2 s**^*- 
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6. Eén // de as loopt. 

Door een gegeven punt een lyn te trekken, die twee 
kruisende lynen snydt, wdarvan één: 

7. J_ ^1 staat. 

8. J_ ^1 staat. 

9. // de as loopt. 

Een lyn te construeeren^ die twee gegeven kruisende lynen 
sny'dt, en tegelijk: 

10. J_ 5^1 staat. 

11. J_ ^4 staat. 

12. // de as loopt. 

Construeer de hodlyn uit een gegeven punt op een lyn: 

13. In ïTj ; 14. In tt^ ; 15. In tt^ ; 

16. // 5r,; 17. // TT,; 18. // tt,. 



B. Twee vlakken. 

§ 22. Twee vlakken kunnen tweeërlei stand ten opzichte 
van elkaar hebben. Ze kunnen : 

1. evenwijdig loopen, 

2. elkaar snijden. 

Bvenwtjdige vlakken. 

Als twee vlakken, die de as snijden, evenwijdig loopen, dan 
zijn hun horizontale doorgangen evenwijdig; want dit zijn de 
snijlijnen van de vlakken met tt^. Om dezelfde reden loopen 
ook hun vertikale doorgangen evenwijdig. 

Omgekeerd : Loopen de gelijknamige doorgangen 
van twee vlakken, die de as snjjjden, evenwijdig» 
dan loopen ook de vlakken evenwijdig. 
Fig. 47. Uit ococi // j3j3i en xx^ // /3/32 volgt immers, dat twee elkaar 
snijdende lijnen van vlak » II loopen aan twee elkaar snij- 
dende lijnen van vlak j3. De vlakken loopen derhalve ook 
evenwijdig. 
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Loopen de vlakken // de as van projectie, dan bepale men 
Fig. 48. hun derde doorgangen. 

Loopen deze evenwijdig, dan zijn twee elkaar snijdende 
lijnen »^ en oc^ van vlak oc. II twee elkaar snijdende lijnen /3i 
en (3^ van vlak /3. Derhalve loopen ö: en j3 ook evenwijdig. 

SnJIjdeude vlakken. 

Bepaling van hun snfjlfjn. 

§ 23. Twee vlakken snijden elkaar volgens een rechte lijn. 
Nu is een rechte lijn bepaald door twee punten. 
Fig. 49a. Het punt C, waarin de horizontale doorgangen van de vlak- 
ken » en (3 elkaar snijden, is het horizontale doorgangspunt 
van de gevraagde snijlijn. Het punt D, waar de vertikale door- 
gangen elkaar snijden, is het vertikale doorgangspunt van de 
gevraagde lijn. De lijn CD is dus de gevraagde snijlijn. 
Fig. 49&. Zij heeft tot projecties CiDj en C^Di. 

Bijzondere gevallen. 

a. Beide vlakken staan loodrecht op een zelfde 
projeotievlak, b.v. op ^i. 

Volgens § 50 van ons leerboek van de Stereometrie staat 
dan de snijlijn ook J_ 5r,. De horizontale projectie van de snij- 
lijn is het punt ai, waar de horizontale doorgangen van de 
Fig. 50. vlakken elkaar ontmoeten. 

De verticale projectie is a^ J_ de as van projectie. 

b. Het eene vlak loopt evenwijdig aan een van 
de projectievlakken, b.v. tt^ ; het andere loopt wille- 
keurig. 

Fig. 51a. Daar (3 en ^r^ evenwijdig loopen en beide gesneden worden 
door öj, zal de snijlijn AB evenwijdig loopen aan den hori- 
zontalen doorgang van oc en daarom ook aan tt,. 

Fig. 51&. Nu is het snijpunt Aj van de vertikale doorgangen de ver- 
tikale projectie van een punt A van de snijlijn. Haar horizontale 
projectie Ai ligt in de as. Trekt men dus door A| de lijn 
AiBi II ccoCi en door A2 de lijn AgBiZ/de as, dan zijn AiBi en 
AjBj de projecties van de snijlijn der twee vlakken. 

c. Het eene vlak loopt evenwijdig aan één van d.e 
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projeotievlakken, b.v. tt^; het andere evenwijdig aan 
de as. 

Fig. 52. Zij » het vlak, dat // tt^ en (3 het vlak, dat // de as loopt. 
Daar beide vlakken ö5 en j3 // de as loopen, zal ook hun snij- 
lijn // die as loopen. De horizontale projectie van die snijlijn 
is de horizontale doorgang öj, van het vlak <», dat // tt^ loopt. 
Kent men dus de vertikale projectie van één van de pun- 
ten van die snijlijn, dan zal de lijn door dat punt // de 
as getrokken de vertikale projectie van de snijlyn zijn. Om 
de vertikale projectie van een punt van de snijlijn te vinden, 
neemt men een hulpvlak y aan, dat beide snijdt. Nu wordt 
X door y gesneden volgens een lijn AB // ^Tg en (3 door y 
volgens een lijn, waarvan de vertikale projectie C-zDz is. 
AiBa en CjDj snijden elkaar in E2. De lijn E.2F2 // de as van 
projectie is de vertikale projectie van de gevraagde snijlijn. 

Eenvoudiger wordt de constructie, als men een derde pro- 
Fig. 53. jectievlak als hulpvlak aanneemt. 

De derde doorgangen otoc^ en (3(3^ snijden elkaar in A3. Van 
dit punt is Al de horizontale en A» de vertikale projectie. De 
Ign A^Bj // de as getrokken is nu de vertikale projectie van de 
gevraagde snijlijn ; oc^ is natuurlijk haar horizontale projectie. 

d. Beide vlakken loopen evenwijdig aan de as. 
Fig. 54. Weer moet de snijlijn // de as loopen. Daar en de horizontale 

en de vertikale doorgangen evenwijdig loopen, kan men zonder 
hulpvlak weer geen punt van de snijlijn vinden. Wij nemen 
daarom weer een derde projectievlak aan. 

De derde doorgangen ax^ en (3(3^ snijden elkaar in A3. De 
horizontale en vertikale projecties van dit punt zijn Ai en A2. 

De lijnen A,Bi en A2B2 // de as getrokken zijn de twee 
projecties van de gevraagde snijlijn. 

e. De twee vlakken hebben de horizontale door- 
gangen evenwijdig; de vertikale doorgangen sntjden 

^ elkaar. 

i Fig. 55a. De gegeven vlakken x en j3, benevens ^1, snijden elkaar 
volgens drie lijnen, waarvan er twee, nl. o^^i en /S/3i, evenwijdig 
loopen; dus loopt ook de derde snijlijn daarmee evenwijdig 
(Zie § 29 van ons leerboek der Stereometrie). 



Digitized by VjOOQ IC 



26 

Fig. 55&. Nq is Ag, het snijpunt van de vertikale doorgangen der 
gegeven vlakken, de vertikale projectie van een punt van de 
gevraagde lijn, waarvan de horizontale projectie Ai in de as 
ligt. Trekt men derhalve AiBi // a>(x.^ en /3/3, en A2B2 // de as, 
dan zijn dit de twee projecties van de gevraagde snijlijn. 

f. De twee vlakken ontmoeten de as in hetzelfde 
punt. 

Het punt, waarin de vlakken de as ontmoeten, is reeds een 
punt van de gevraagde snijlijn. Om een tweede punt te krijgen, 
maken we weer gebruik van een vlak, dat beide snijdt, b.v. 
Fig. 56. een derde projectievlak. 

De derde doorgangen snijden elkaar in A3. Van dit punt 
zijn Al en As de horizontale en vertikale projectie. De lijnen 
AiBi en A2B3, die het punt A met het reeds gevonden punt 
verbinden, zijn de twee projecties van de gevraagde snijlijn. 

Fig. 57. Men kan echter ook een vlak y // een van de gegeven 
vlakken, b.v. ^, aanbrengen. Daarna bepaalt men de snijlijn 
CD van /3 en y en trekt door het punt, waarin de door- 
gangen van de gegeven vlakken de as ontmoeten, een lijn 
// CD (de gepuntstreepte lijn in de figuur). 

g. De doorgangen van het eene vlak liggen in 
eikaars verlengde; die van het andere vlak ook. 

Fig. 58. Het punt A, waarin de horizontale doorgangen elkaar ont- 
moeten, ligt op een afstand AiA^ achter de as. Het punt 
B, waarin de vertikale doorgangen elkaar ontmoeten, ligt op 
een afstand BjBg boven de as. De snijlijn AB kruist der- 
halve de as rechthoekig, ligt in den tweeden ruimtehoek en 
maakt hoeken van 45^ met beide projectievlak ken. 

h. De doorgangen van beide vlakken snfjden elkaar 
niet binnen de grenzen van de teekening. 

Fig. 59. Zijn 05 en j3 de twee vlakken, dan zal een vlak y \\ t^i vlak 
o, snijden volgens een lijn CS, waarvan de horizontale projectie 
samenvalt met den horizontalen doorgang y^ van y, terwijl de 
vertikale projectie // acX'i loopt. Het vlak y snijdt /3 volgens 
een lijn DS, waarvan de horizontale projectie samenvalt met 
7i, terwijl de vertikale projectie // ^^i loopt. Het snijpunt S 
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van deze sniilijnen is een punt van de gevraagde snijlijn van 
de vlakken » en j3. 

Een ander vlak 5 eveneens // tt^ verschaft ons een ander 
punt T van de gevraagde snijlijn. 

De lijn ST is derhalve de gevraagde snijlijn. 

Opgaven. 

Teeken de snijlyn van de vlakken a en (3^ indien : 

1. ccJ^TTi staat, (3 willekeurig is, en beide de as snijden. 

2. cc J_7r2 staat, /3 willekeurig is, en beide de as snijden. 

3. cc en 13 beide I tt^ staan, en beide de as snijden. 

4:. cc en 13 hun vertikale doorgangen evenwijdig hebben, en 
beide vlakken de as snijden. 

5. CS II TTi en (3 II de as loopt. 

6. cc II TT^ en fi II de as loopt. 

7. cc willekeurig is en (3 door de as en een punt buiten de 
as gaat. 

8. De doorgangen van cc in eikaars verlengde vallen, en die 
van (3 ook ; beide vlakken snijden elkaar in een punt 
van de as. 

9. cc II de as is en (3 door de as en een punt buiten de 
as gaat. 

10. cc II TTi is, en j3 door de as en een punt buiten de as gaat. 

11. cc Jl TT^ is, en (3 door de as en een punt buiten de as gaat. 

12. De doorgangen van cc in eikaars verlengde vallen en j3 
door de as en een punt buiten de as gaat. 



C. Een Lijn en een Vlak. 

§ 24. Een lijn en een vlak kunnen drieërlei stand ten 
opzichte van elkaar hebben. De lijn kan : 

1. in het vlak liggen, 

2. evenwijdig loopen aan het vlak, 

3. het vlak snijden. 

Ltjn in een vlak. 

Fig. 60. Zij A een punt van den horizontalen doorgang, dan ligt 
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zijn vertikale projectie As in de as. Zij B een punt van den 
vertikalen doorgang, dan ligt zijn horizontale projectie Bi in de 
as. De lijn AB verbindt nu twee punten van » met elkaar en 
ligt dus geheel in (x.. Haar projecties zijn AiBi en A2B2. 
Hieruit volgt : 
Fig. 61. Ligt het horizontale doorgangspunt (Ai) van een 
Itjn in den horizontalen doorgang van een vlak » 
en het vertikale doorgangspunt (B^) in ztjn verti- 
kalen doorgang, dan ligt de Itjn AB in vlak ^. 

Fig. 62. Zij A een punt van den vertikalen doorgang van een vlak 
«, dan zal een lijn door A // den horizontalen doorgang getrokken 
ook in « liggen. Trekt men dus AiBi // flföc,, dan is dit haar 
horizontale projectie. Omdat AB // tTj loopt, is haar vertikale 
projectie de lijn A2B2 // de as. 

Fig. 63. Staat een vlak » J_ t,, dan is zijn horizontale doorgang »ot^ 
de horizontale projectie van alle lijnen, die in dat vlak liggen. 
Trekt men derhalve een willekeurige lijn o,, dan stellen «i en 
(h de twee projecties voor van een Ign, die in 05 ligt. 

Fig. 64. Wil men door een gegeven lijn Z, die de as kruist, een vlak 
brengen, dan verbindt men zijn horizontaal doorgangspunt Ai 
met een willekeurig punt <jp van de as, en dit weer met het 
vertikale doorgangspunt Bj van Z. Deze twee lijnen zijn de 
doorgangen van zulk een vlak. 

Werkstuk. De vertikale projectie te vinden van 
een punt in een gegeven vlak ^, indien z]jn hori- 
zontale projectie gegeven is. 
Fig. 65. Constructie. Trek door de gegeven horizontale projectie Pi 
een willekeurige lijn, die olx^ in Ai en de as in Bi snijdt, dan 
stelt deze de horizontale projectie voor van een lijn AB, die 
door P gaat en in » ligt. Haar vertikale projectie is AjB2. 
Verlengt men nu de lijn uit Pi _L ^® ^s» ^^ ^9 AjBi in Pj snijdt, 
dan is P2 de gevraagde vertikale projectie. 

Eenvoudiger wordt de constructie als volgt: 
Fig. 66. Een lijn BiAi // (x.x^ stelt de horizontale projectie voor van 
een lijn door B gaande en evenwijdig aan den horizontalen 
doorgang van of, welke lijn dus in ot ligt. 
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Het punt Al, waarin deze horizontale projectie de as snijdt, 
is de horizontale projectie van het punt, waarin die lijn den 
vertikalen doorgang vau » snijdt. Trekt men derhalve AiAg J_ 
de as en daarna door As een lijn // de as, dan stelt deze de 
vertikale projectie voor van de lijn, die door B gaat. Hierin 
ligt derhalve ook de gevraagde vertikale projectie Bj. 

Opgave. Zoek ook de vertikale projectie door middel van 
een lijn door B // den vertikalen doorgang van öj. 

Ltjn evenw^dig aan een vlak. 

Fig. 67. § S5. Een lijn zal // een vlak loopen, als zij // een lijn in 
dat vlak loopt. Trek derhalve een willekeurige lijn AB in het 
vlak (x>. Trek nu Zi willekeurig, maar // AiBi, en l^ willekeurig, 
maar // A9B2, dan stellen l\ en l^ de projecties voor van een 
lijn, die // » loopt. 

Wil men derhalve onderzoeken, of een lijn l II een vlak a^ 
loopt, dan neemt men een willekeurig punt van dat vlak, b.v. 
een punt van zijn horizontalen doorgang. Daardoor trekt men 
een lijn m II L Ligt nu m in vlak öj, dan loopt l il vlak i». 

Opgaven. 

Door een gegeven lyn^ die de as kruist^ een vlak te brengen : 

1. Loodrecht op tt^. 

2. Loodrecht op ttj. 

3. Evenwijdig aan de as. 

4. Van een punt P in een vlak » is de vertikale projectie 
P2 gegeven. Zoek zijn horizontale projectie: 

a. door middel van een lijn // den vertikalen doorgang 
van ö5, 

&. door middel van een lijn // den horizontalen door- 
gang van öt. 

5. Door een gegeven punt een lijn te trekken // de snijlijn 
van twee gegeven vlakken. 
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Liljn, die een vlak sutjdt. 

§ 26. Als een lijn niet in een vlak oc ligt en er ook niet 
aan evenwijdig loopt, zal zij het vlak moeten snijden. 

Werkstuk. Het SQJIjpunt te vinden van een Itjn 
en een vlak. 

Construotie. In ons leerboek der Stereometrie (§ 6) hebben 
wij medegedeeld, hoe men het snijpunt van een lijn en een 
vlak vindt. 
Fig. 68. Zij l de gegeven lijn en (» het gegeven vlak. Men brengt 
door de gegeven lijn / een vlak, construeert de snijlijn AB 
van a en dat vlak. Het snijpunt S van AB en l is dan het 
gevraagde punt. 

In Fig. 68 hebben we voor dat vlak het horizontaal projec- 
teerend vlak van l genomen. 

Opgave. Men zoeke ook het snijpunt door middel van 
het vertikaal projecteerend vlak van /. 

Bijzondere gevallen. 

a. De Iqn loopt evenwijdig aan de as; het vlak 
is willekeurig. 

Fig. 69. Het horizontaal projecteerend vlak van de gegeven lijn / 
heeft tot horizontalen doorgang de lijn Zi ; de vertikale door- 
gang ontbreekt. 

Dit vlak snijdt x volgens een lijn AB // c^x^ (Waarom ?). 
Het snijpunt S2 van k met A2B2 is de vertikale projectie 
van het gevraagde punt S, waarna de horizontale projectie 
Si gemakkelijk gevonden wordt. 

b. De Itjn staat loodrecht op een van de projectie- 
vlakken, b.v. TTi ; het vlak is willekeurig. 

Fig. 70. Elk vlak door de gegeven lijn l staat J_ het horizontale 
vlak ; zijn horizontale projectie moet door Zi gaan. 

Zulk een vlak, b.v. (3^ snijdt (» volgens de lijn AB, en deze 
snijdt l in het gevraagde punt S. 

Opmerking. Daar Si de horizontale projectie is van een 
punt in vlak oc gelegen, hebben wij dus feitelijk de vertikale 
projectie van dat punt gezocht. 
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Figuur 70 is dan ook dezelfde als Fig. 65. De leerling 
losse nu ook dit werkstuk op naar aanleiding van Fig. 66. 

Opgaven. 

Construeer het snijpunt van een lyn l en een vlak ol^ indien : 

1. l II TTi loopt en X willekeurig is. 

2. l II TTi loopt en cc willekeurig is. 

3. l willekeurig is en oc // t^ loopt. 

4. l willekeurig is en oc // ttj loopt. 

5. l willekeurig is en ot IJ de as loopt. 

6. l II TTi loopt en cc jj ir^. 

7. l de as loodrecht kruist en » willekeurig is. 

8. l willekeurig is en de doorgangen van cc in eikaars ver- 
lengde vallen. 

9. Z // de as loopt en de doorgangen van cf. in eikaars ver- 
lengde vallen. 

10. l de as loodrecht kruist en de doorgangen van et, in eikaars 
verlengde vallen. 

11. l willekeurig is en » door de as en een punt buiten de 
as gaat. 

12. l II TTi loopt en x door de as en een punt buiten de as gaat. 

13. a gegeven is door twee elkaar snijdende lijden. (Zoek eerst 
de punten, waarin het horizontaal projecteerend vlak van 
l door de twee lijnen gesneden wordt.) 

14. Construeer de snijlijn van drie gegeven vlakken. 



Loodrechte stand van l|jn en vlak. 

§ 27. Bigensohap. Wanneer een Ijjn loodrecht 
staat op een vlak, dan staan de projecties van die 
Itjn loodrecht op de gelQknamige doorgangen van 
dat vlak. 
Fig. 71. Onderstelde. AB_L<aj; 

CD is de projectie van AB op 5r; 

PQ is de snijlijn van cc en tt. 

Qestelde. CD_LPQ. 

Bewtjs. 

Daar AB_[_cc staat, kruist AB de lijn PQ in cc loodrecht. 
Daar ACj^^r staat, kruist AC de lijn PQ loodrecht. 
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PQ maakt dus rechte hoeken met twee elkaar snijdende 
lijnen van het projecteerend vlak van AB ; derhalve : 

PQJ_CD. 

Daar nu ir zoowel het horizontale als het vertikale projectie- 
vlak kan voorstellen, is het gestelde bewezen. 

Bigensohap. Als de projecties van een Itjn lood- 
recht staan op de gelijknamige doorgangen van een 
vlak, dan staat de li{jn loodrecht op het vlak. 

Bewijs. 

Fig. 71. Als CD de horizontale projectie van AB voorstelt, dan 
staat PQ volgens het onderstelde J_ CD. Maar PQ staat 
ook loodrecht op AC. Derhalve staat PQ ook loodrecht op 
AB zelf, of AB staat loodrecht op den horizontalen doorgang 
van ». 

Als CD de vertikale projectie van AB voorstelt, dan blijkt 
door dezelfde redeneering, dat AB ook loodrecht staat op den 
vertikalen doorgang van », 

Derhalve staat AB loodrecht op twee elkaar snijdende lijnen 
van ^, dus: 

ABJ_«. 
Fig. 72. Opmerking. Bij dit bewgs is ondersteld, dat de twee door-^ 
gangen van » snijdende lijnen zgn. Zijn het evenwijdige lijnen, 
m. a. w. loopt » Il de as en is AB een lijn, die de as _L 
kruist, dan zijn wel de projecties van AB _[_ ^^ doorgangen 
van oc. Maar daaruit alleen mag in dit geval niet tot den 
loodrechten stand van AB en » besloten worden. 

Men teekent nu den derden doorgang van ^ en de derd& 
projectie van AB. Blijken deze loodrecht op elkaar te staan, 
dan mag men tot den loodrechten stand van AB en » besluiten. 

Met behulp van deze eigenschappen kan men het volgende 
werkstuk uitvoeren : 

Door een punt een l|jn te trekken loodrecht op 
een gegeven vlak. 

Fig. 73. Daartoe behoeft men slechts loodlijnen uit de projecties van 
het gegeven punt P neer te laten op de doorgangen van het 
gegeven vlak ^. Deze loodlijnen zijn dan blijkens het voor- 
gaande de projecties van de gevraagde loodlijn. 

Opmerking. Het snijpunt van de loodlijn met het vlak ^ 
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kan nu volgens § 26 gevonden worden en is het punt S 
uit Fig. 73. 

Opgaven. 

Laat idt een punt in den tweeden ruimtehoek een loodlyn 
neer op, een gegeven- vlak ö5, en constrtieer het snijpunt van 
die loodlyn met dat vlak: 

1. Als cc de as snijdt. 

2. Als cc II de as loopt. 

3. Als Ö5 J_^i staat. 

4. Als <»_L^2 staat. 

5. Als de doorgangen van oc in eikaars verlengde vallen. 



Derksen en de Laive, Beschrijvende Meetkonde. 
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III. HET CONSTRÜEEREN VAN LIJNEN EN 
VLAKKEN, DIE AAN BEPAALDE VOOR- 
WAARDEN VOLDOEN. 



§ 28. In de voorgaande hoofdstukken zijn reeds eenige 
constructies met betrekking tot lijnen en vlakken uitgevoerd. 
Wij voegen er in dit hoofdstuk eenige bij. 

Door twee sniijdende of evenwijdige Itjnen 
een vlak te brengen. 

Fig. 74. Zgn / en m de gegeven snjjjdende IJIjnen, die elkaar in 
P sneden (PiP» dus J_ ^® ^®)' 

De horizontale doorgangspunten van de lijn moeten in den 
horizontalen doorgang van het vlak liggen. We zoeken dus 
de horizontale doorgangspunten (©) Ai van / en Ci van m. 
De Ign 9^,, die deze twee punten verbindt, is de horizontale 
doorgang van het gevraagde vlak. 

We verbinden nu het snijpunt 9 met de as met het vertikale 
doorgangspunt ( fH ) van een der lijnen, b.v. met dat van Z, 
dus met B^. Deze lijn 9^, is de vertikale doorgang van het 
gevraagde vlak. 

Opmerking. Daar de teekeningen uitgevoerd worden met 
passer en liniaal, en wij door de onvolkomenheid van deze werk- 
tuigen niet zelden onnauwkeurige teekeningen krijgen, is het van 
belang, na elke constructie aan te geven, boe men de juistheid 
van de teekening contróleeren kan. Hier heeft men de volgende : 

Controle, ^^t moet door het vertikale doorgangspunt Di 
van m gaan. 

Door twee evenwijdige lijnen is een vlak ook bepaald. 

Digitized by VjOOQ IC 



35 

De horizontale (vertikale) doorgang van het gevraagde vlak 
gaat door de horizontale (vertikale) doorgangepunten van de 
gegeven Ignen. Beide doorgangen moeten elkaar in de as snijden 
of // de as loopen. 

Bijzondere gevallen. 

Fig. 75. a. Loopt één van de snijdende lijnen // een van 
de projectievlakken, b.v. l // tt^, dan is het horizontale 
(loorgangspunt van deze lijn op oneindig verren afstand ge- 
legen in de richting A^Bi* De liJQf die door het horizontale 
doorgangspunt Ci van m naar dat oneindig ver gelegen punt 
Bi getrokken wordt, loopt dus // k en is de horizontale door- 
gang y^i van het gevraagde vlak. Den vertikalen doorgang 
y^i vindt men op de gewone wijze. 

Opmerking. Dat de horizontale doorgang <P^x van het 
gevraagde vlak // Zi moet loopen, volgt ook uit de eigenschap 
van de Stereometrie (§ 25 van ons leerboek): 

Als een lijn (Z) // een vlak (^r,) loopt, zal elk vlak (y) door 
die lijn het eerste snijden volgens een lyn {w^ II l. 

b. Loopt een van de snijdende lijnen, b.v. {, // de 

as, dan loopt ook het gevraagde vlak y // de as. Men behoeft 
dus slechts de doorgangspunten van de andere lijn m te zoeken. 
De lijnen door die punten // de as getrokken zijn dan de 
doorgangen van het gevraagde vlak. 

Fig. 76. c. Loopen beide l|jnen // de as, dan loopt het gevraagde 
vlak <jp ook // de as. 

Men neme nu een derde projectievlak, waarop beide lijnen 
zich als punten A3 en B3 projecteeren. De verbindingslijn van 
die punten geeft den derden doorgang ^3 van het gevraagde 
viak, waaruit de twee andere doorgangen kunnen afgeleid worden. 

Fig. 77. d. Snijden beide lijnen { en m elkaar in een punt 
^ van de as, dan is ^ een punt van het gevraagde vlak. 
Dit vlak m'oet ook een lijn n bevatten, die men door een punt 
P van l II m kan trekken. Zoekt men de doorgangspunten 
Al en Bi van deze lijn, dan vindt men door verbinding met 
V de doorgangen van het gevraagde vlak. 
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Opgaven. 

Construeer een vlak: 

1. Door twee snijdende lijnen, waarvan er een // t, loopt. 

2. Door twee evenwijdige lijnen. 

3. Door een lijn en een punt buiten die lijn, als de lijn een 
willekeurigen stand heeft. 

4. Evenals 3, als de lijn de as rechthoekig kruist. 

5. Door een punt en een lijn // t,. 

6. Door een punt en een lijn // ir^. 

7. Door drie willekeurige punten. 

8. Door drie punten, waarvan er twee even ver boven (bene- 
den) ^1 liggen. 

9. Door drie punten, waarvan er twee even ver voor (achter) 
TTa liggen. 

10. Door een punt, evenwijdig aan twee gegeven kruisende 
lijnen. 

11. Evenals 10 ; een van de gegeven lijnen kruist de as 
loodrecht. 

Door een gegeven punt een vlakte 

brengen evenwijdig aan een 

gegeven vlak. 

Fig. 78. § 29. Zji P het gegeven punt en ce^ het gegeven vlak. 

In X trekken we een willekeurige Ign ï, en door P trekken 
we een lijn AB // l. De horizontale doorgang van het gevraagde 
vlak y moet nu door Ai // otx^ getrokken worden. De lijn, die 
y met B2 verbindt, is de vertikale doorgang van het ge- 
vraagde vlak (Op welke eigenschap berust deze constructie?). 

Controle. <P<Pi moet // x»^ loopen. 

Indien het gegeven vlak niet // de as loopt, kan de voor- 
gaande constructie vereenvoudigd worden. Men trekt door P 
Fig. 79. een lijn // den horizontalen doorgang van het gegeven vlak, dan 
loopt deze lijn ook // den horizontalen doorgang van het ge- 
vraagde vlak, en ligt dus in het gevraagde vlak. 

De horizontale projectie van deze lijn is AiPi // ctce^i ; haar 
vertikale projectie is AsPj // de as. Het vertikale doorgangspunt 
A2 van deze lijn is een punt van den vertikalen doorgang van 
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het gevraagde vlak y. Men krijgt dus de doorgangen van 9, 
door 9^2 door A2 // olXi en y<3P, // (x,»y te trekken. 

Bjjzonder geval. 

Het vlak gaat door de as en een gegeven punt. 

De algemeene oplossing kan nu niet gevolgd worden, omdat 
men niet een lijn in het gegeven vlak » kan trekken, daar 
horizontale en vertikale doorgang samenvallen. 
Fig. 80. jyj-gjj maakt daarom gebruik van een derde projectievlak. 

Is A3 de derde projectie van het gegeven punt A, dan is 
^^3 de derde doorgang van het gegeven vlak. 

Zi] nu P het punt, waar het gevraagde vlak door moet gaan, 
en Ps zijn derde projectie, dan projecteeren zich alle punten 
van het gevraagde vlak 9 in de lijn ^3 door P3 // olx^ getrok- 
ken, omdat het gevraagde vlak _L ^^^ derde projectievlak staat. 

^3 is dus de derde doorgang van het gevraagde vlak, 
waarna de horizontale doorgang ^i en de vertikale doorgang 
^2 op de bekende wijze gevonden worden. 

Opgaven. 

Construeer door een gegeven punt een vlak evenwijdig aan 
een gegeven vlak: 

1. Als het gegeven vlak // tt, loopt. 

2. , , „ „ J_ TT^ staat. 

3. Als de doorgangen van het gegeven vlak in elkanders 
verlengde vallen. 

4. Als het gegeven vlak // de as loopt. 



Door een gegeven punt een vlak te 
brengen loodrecht op een gegeven I^n. 

Fig. 81. § 80. Zij / de gegeven lijn en P het gegeven punt. 

Trekt men uit een willekeurig punt x van de as ocx^ J_ /, en 
c^oci JL Ui dan zijn dit de doorgangen van een vlak, dat J_ / staat. 

Men behoeft nu slechts door P een vlak te brengen // x. 
Dit geschiedt volgens § 29 door PjAi // ^^1 te trekken, dus ook 
_L l\ (PiAi stelt dan de horizontale projectie voor van een lijn 
door P // den horizontalen doorgang van het gevraagde vlak) ; 



Digitized by VjOOQ IC 



38 

daarna PtAj // de as (de vertikale projectie van dezelfde Ign) ; 
dan <P<Pi door Aa // ^öj„ dus ook X ^«5 *®° sl^*^® V<Pi II AiPi, 
dus ook J_/i. Het gevraagde vlak is dus <P. 

Opmerking. Het teekenen van het vlak x is overbodig. 
Wij voeren in het vervolg de constructie dan ook altijd uit 
zonder dat hulpvlak. 

Opgaven. 

Door een gegeven punt P een vlak te brengen loodrecht op 
een gegeven lijn /, indien: 



1. 


l // STi is. 


2. 


l II Ti is. 


3. 


l J_ T, slaat. 


4. 


i _L Tj staat. 


5. 


l II de as loopt. 


6. 


/ de as loodrecht snijdt. 


7. 


l de as loodrecht kruist. 



§ 31. Tot nu toe hebben wij lijnen en vlakken geconstrueerd, 
die aan bepaalde voorwaarden voldoen. Men zou dit grond- 
constructies kunnen noemen. Doorgaans is het noodig in een 
teekening twee of meer van die grondcoustructies uit te voeren. 

Voorbeelden. 

1. Van een gelqkbeenigen driehoek ABX zijn de 
projecties van de basis AB gegeven. De top X 
van dien driehoek is gelegen op een AB kruisende 
lijjD, l. Gevraagd worden de twee projecties van 
dien gelijkbeenigen driehoek. 

Stereometrisohe oplossing. 

De top X moet liggen in het vlak «, dat AB loodrecht 
middendoor deelt. X moet ook liggen in de lijn /. Het sn^- 
punt van Z en ^ is de top X van den gevraagden driehoek. 

Constructie. 
Fig. 82. De projecties van het midden D van AB zijn de middens 
van de projecties van AB (§ 8). 

Door D wordt nu het vlak x J_ AB gebracht (§ 30). Daartoe 
trekt men DiE, J_ AiBi en D2E2 // de as. Door het vertikale door- 
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gangspunt Ej van die lijn wordt (x^ol^ _L ^sB^ getrokken, en 
daarna ot.0L^ J_ AiBi. 

Het snijpunt van ol met l wordt gevonden (§ 26), door eerst 
de snijlijn FC te bepalen van » met het horizontaal projec- 
teerend vlak /3 van Z, en daarna het snijpunt X van FC met l. 

Door verbinding van Ai en Bi met Xi ontstaat de horizontale 
projectie AiBiXi van den gevraagden driehoek. k%&^^ is zgn 
vertikale projectie. 

§ 32. 2. Door een gegeven punt P een l^n te 
trekken, die twee gegeven kruisende Ijjnen { en tn 
sntjdt. 

Stereometrisohe oplossing. 

In § 7 van ons leerboek der Stereometrie is dit werkstuk 
. behandeld : 

We brengen een vlak ot, door P en één van de kruisende 
lijnen, b.v. l. Daarna bepalen we het snijpunt Q van » met 
de andere kruisende lijn m. 

De lijn PQ is dan de gevraagde. 
Oonstruotie. 
Fig. 83. Trek door P een lijn CD // /. 

Het vlak (x> gaat dan door / en CD. 

Het snijpunt Q van (x, met m wordt gevonden (§ 26), door 
eerst de snijlijn ËF te bepalen van <% met het horizontaal 
projecteerend /3 van w, en daarna het snijpunt Q van EF met m. 

PiQi is nu de horizontale en PjQj de vertikale projectie 
van de gevraagde lijn. 

Controle. De lijnen Aid en B^D^ moeten elkaar in een 
punt van de as snijden. 

Herhaling. 

1. Uit een gegeven punt P laat men een loodlijn neer op 
een gegeven vlak oc. Construeer de projectie van het snijpunt. 

2. Construeer de projectie van een gegeven lijn l op een 
gegeven vlak », 

3. Construeer ook het projecteerende vlak van de lijn l uit 
opgave 2. 

4. Construeer den afstand van een punt P tot een vlak ös, 
indien : 
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a. ^X^Tj staat. 

b. » II de as loopt. 

c. ^ door de as en een punt buiten de as gaat. 

5. Construeer de projecties van den afstand van een punt 
P tot een lijn l, indien : 

a. l II TTi loopt. 

b. l II TTi loopt. 

c. l de as loodrecht kruist. 

d. l samenvalt met de as. 

6. Breng door een lijn l in een vlak x een vlak, dat J_ a staat. 

7. Breng door de as van projectie een vlak J_ een gegeven vlak et. 

8. Bepaal de snglijn van twee gegeven vlakken x en /3, 
indien x J^de as staat en de doorgangen van /3 in eikaars 
verlengde vallen. 

9. Door een gegeven lijn a een vlak te brengen evenwijdig 
aan een haar kruisende Ign b. 

10. Door een gegeven punt A een vlak te brengen evenwijdig 
aan twee kruisende lijnen a en b, 

11. Door twee elkaar kruisende lijnen a en 6 twee evenwij* 
dige platte vlakken te construeeren. 

12. Door een gegeven punt P een lijn te construeeren, die 
twee gegeven lijnen a en 6 beide loodrecht kruist. 

13. Een gegeven vlak a gaat door de as en een punt buiten 
de as, (3 staat loodrecht op de as, y is willekeurig. Con- 
strueer het snijpunt van deze drie vlakken. 

14. Door een punt A een lijn te trekken, die een lijn a, welke 
de as loodrecht kruist, en een willekeurige lijn b snijdt. 

15. Construeer een lijn, die twee gegeven kruisende lijnen a 
en b snijdt en evenwijdig is aan een gegeven vlak cc. 
Hoeveel lijnen voldoen ? 

16. Construeer de snijlijn van, twee gegeven vlakken x en /3, 
als <»JLde as staat en de doorgangen van /3 in eikaars 
verlengde vallen. 

17. Gegeven zijn twee kruisende lijnen a en b. Door een 
punt A op de as en a brengt men een vlak. Door 6 
brengt men een vlak // de as. Construeer de snijlijn van 
deze twee vlakken. 

18. Een vlak en twee punten A en B buiten dit vlak zijn gegeven. 
Bepaal de projecties van een lijn, die in dat vlak ligt, en waar- 
van alle punten even ver van A en B verwijderd zijn. 
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19. Door een gegeven punt A in een gegeven vlak x een lijn te 
trekken in ^, die een gegeven lijn l buiten x loodrecht kruist. 

20. Een lijn te construeeren, die door een gegeven punt A 
gaat, een gegeven lijn a loodrecht kruist en evenwijdig 
loopt aan een gegeven vlak x, 

21. Door een gegeven punt A in een gegeven lijn a een lijn 
te trekken, die loodrecht staat op a, en : 

a. II TTi loopt ; b, // Ti loopt ; ^. de as loodrecht kruist. 

22. Drie gegeven punten A, B en C liggen in tt,. Een vierde 
gegeven punt D ligt in den eersten ruimtehoek. Bepaal 
het punt X, dat even ver van A, B, C en D verwijderd is. 

23. Gegeven zijn drie elkaar kruisende lijnen a, b en c, Èen 
lijn te trekken // a, die b en c snijdt. 

24. Een lijn te construeeren, die van drie niet in één vlak 
gelegen evenwijdige lijnen eyen ver verwijderd is. 

25. Door een gegeven punt een vlak te brengen // de as en 
// een lijn, die de as loodrecht kruist. 

26. A is een gegeven punt in ^i ; B een gegeven punt in tt^. 
AB is de basis van een gelijkbeenigen driehoek, waar- 
van de top in de as moet liggen. Construeer dien top. 

27. Een vlak te construeeren gaande door een punt A van de 
as en door een lijn a, waarvan de projecties samenvallen. 

28. Van een vlak is gegeven de horizontale doorgang, die 
echter de as niet binnen de grenzen van de teekening 
snijdt, benevens een punt van den vertikalen doorgang. 
Construeer den vertikalen doorgang. 

29. Van een vlak zijn gegeven de projecties van een punt in 
het vlak en de derde doorgang. Construeer de andere twee 
doorgangen. 

30. Van een gelijkbeenigen driehoek is gegeven de top C, 
een lijn, waarop de basis AB moet leggen, en een vlak, 
waaraan een been evenwijdig moet loopen. Construeer de 
projecties van dien driehoek. 

31. Een veranderlijk punt A ligt op een gegeven lijn a; een 
veranderlijk punt B op een gegeven lijn ft, die a kruist. 
Construeer de m. p. van het midden van AB. 

32. Een vlak is bepaald door drie punten A, B en C; een 
ander door drie punten D, E en F. Bepaal de projecties 
van de snijlijn van die twee vlakken, zonder hun door- 
gangen te teekenen. 
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IV. HET AANNEMEN VAN NIEUWE 
PROJECTIEVLAKKEN. 



§ 33. Dikwgis wordt de algemeene oplossing van een werk- 
stuk eenvoudig, als de gegevens een bijzonderen stand hebben 
ten opzichte van de projectigvlakkea. Zoo zou het bepalen van 
den afstand van twee kruisende lijnen een groote en onduidel^ke 
teekening veroorzaken, indien de 1^'nen een willekeurigen stand 
hebben ten opzichte van de twee projectievlakken (zie § 30 
van ons leerboek der Stereometrie). Staat echter één van de 
lijnen loodrecht op een van de projectievlakken, dan wordt de 
teekening (zie § 21) zeer eenvoudig. 

Het is duidelijk, dat een vraagstuk soms tot een eenvoudiger 
teruggebracht kan worden, als men nieuwe projectie- 
vlakken aanneemt. Wij zullen in het volgende alleen spreken 
over nieuwe projectievlakken loodrecht op het horizontale vlak 
(het derde projectievlak is daarvan reeds een voorbeeld), en 
deze ook weer, evenals wij tot nu toe met alle projectievlakken 
gedaan hebben, neerwentelen in ^i. Zulk een nieuw projectievlak 
noemen we een nieuw vertikaal vlak {^2% 

Fig. 84a. § 34. Zg in Fig. 84a Ti het horizontale projectievlak, 
ïTj het vertikale, dan is Pi de horizontale projectie van een 
punt P en (P2) de vertikale. Neemt men nu een nieuw vertikaal 
projectievlak t/ aan, dan blgft Pi de horizontale projectie van- 
P, en de nieuwe vertikale projectie krijgt men door in Ti de 
lijn PiB J_ de nieuwe as X'Y' te trekken, en daarna in t'j 
de lijn B(P20 J- X' Y' te trekken en = Ai(P2) te maken. 

Wentelt men nu ^2 om X'Y' achterover, tot tt^ in Tj komt 
(zie onze opmerking omtrent het plaatsen der letters X^ en Y' 
in § 15), dan beschrijft (Pz) een cirkelboog van 90^ met B 
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als middelpunt en B (P2O als straal en komt derhalve in het 
verlengde van PiB te liggen. 
Fig. 84&. Men krijgt daardoor de constructiefiguur 846, waarin door het 
trekken van twee evenwijdige lijnen en een cirkelboog duidelgk 
is aangegeven, dat BP/ = AP2 is. 

Fig. 85. In Fig. 85 zijn de nieuwe projecties van een punt S (tweede 
ruimtehoek), T (derde ruimtehoek), ü (vierde ruimtehoek) 
bepaald, waarbij het nieuwe vertikale projectievlak tTj^, evenals 
in Fig. 84a, is neergewenteld in ^i. De nieuwe projecties 
S/, Ti\ U2' worden verkregen, door DS/ = C82, FTs' = ET^, 
HU2' = GU, te maken. 

Men merke op: 

De nieuwe vertikale projectie van een punt komt even ver 
voor (achter) de nieuwe as te liggen, als xe eerst voor 
(achter) de oorspronkelyke as lag. Dit komt doordat beide 
afstanden aanwijzen, hoe ver het punt boven (beneden) het 
horizontale vlak ligt. 

Fig. 86. § 35. Om de nieuwe vertikale projectie van een l^n AB 
te vinden, bepale men de nieuwe projecties Aj^ en B2 van 
twee van haar punten, en verbinde deze. 

Fig. 87a. § 36. Om den nieuwen vertikalen doorgang van een vlak 
a te bepalen, dat men in de richting van het p^ltje neerwentelt 
in 9r, bedenke men het volgende: 

Het punt A, waar de nieuwe doorgang (de snijlijn van » 
en 91^2) TTi snijdt, blijft bij die wenteling op zijn plaats, terwijl 
het punt B, waar de nieuwe doorgang tt^ snijdt, een cirkelboog 
van 90^ beschrijft met C als middelpunt en liggende in een 
vlak J_ de nieuwe as X^Y'. 

Men krijgt dus de nieuwe vertikale projectie van B, door 
CD J_ X'Y^ te trekken en gelijk aan CB te maken. 

Fig. 876. Men verkrijgt daardoor de constructiefiguur 87i, waarin AD 
de nieuwe doorgang is. 

Opgaven. 

Construeer de nieuwe projectie op een vlak tt^ J_ tTi 
van een lijn, die : 
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1. A (eerste ruimteboek) en B (tweede rh.) verbindt. 

2. A (tweede „ ) en B (vierde rb.) , 

3. A (derde » ) en B (vierde rb.) , 

Construeer den nieuwen vertikdlen doorgang met een 
vlak ;r/ J_ TT^ van een vlak ^, dat : 

4. J_ 5r, staat. 

5. JL ^Ta staat. 

6. // de oorspronkelijke as loopt. 



Afstand van twee punten. 

§ 37. Als de punten A en B, waarvan men den afstand 
wil construeeren, beide in tt^ liggen, is de verbindingslijn van 
Ai en Bi tegelijk bun afstand. 

Dit is eveneens bet geval, als A en B beide even ver van 
TTa verwijderd zijn. De lijn AB loopt dan // tt^ en projecteert 
zicb daarop in baar ware grootte. 
Fig. 88. Loopt AB niet // ^r^, dan neemt men zijn borizontaal pro- 
jeeteerend vlak als nieuw vertikaal projectievlak aan. De nieuwe 
as is dan AiBi of X'Y'. 

Trekt men nu A.k^' J_ X'Y^ en = DA2, verder BiB^' J- 
X'Y^ en =EB2, dan is AiE^ de nieuwe vertikale projectie 
van AB en tegelijk baar ware lengte. 

Controle. Daar Ci bet borizontale doorgangspunt van AB 
is, moet bet verlengde van Ag^B^' door Ci gaan. 

Opmerkingen. 1. De boek A/C,Ai of y uit Fig. 88 
is de boek, dien de lijn AB met baar projectie op TTy maakt, 
en is dus de boek van AB met bet borizontale vlak. 

2. Om de ware lengte van AB te vinden, kan men ook 
BiG J_ X'Y' trekken en baar gelijk aan FBi=EB2— DA2 maken. 
AiG is dan de ware lengte van AB en /_ GAiBi of <P de boek 
van AB met 'jt^. 

Fig. 89. Liggen A en B aan verscbillende kanten van tTj, dan vindt 
^ men de nieuwe vertikale projectie A2^ door AiA/ J_ AiBi te 

trekken en = DAg te maken. 

^2 wordt gevonden, door B^B/ J. AiBi te trekken en = EB* 

te maken, docb nu in tegengestelde richting met Ai A/. 
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De lijn As^B/ is nu de nieuwe vertikale projectie van AB en 
tegelijk haar ware lengte. 

Controle. Daar Ci het horizontale doorgangspunt is van 
AB, zal de lijn A^^B/ door C| moeten gaan. 

Opmerking. De hoek <f is weer de hoek van AB met tt^. 

Fig. 90. Wil men den hoek bepalen, dien een lijn AB met het ver- 
tikale projectievlak maakt, dan bedenke men, dat de punten 
A en B met hun vertikale projecties Ag en B^ een rechthoe- 
kig trapezium ABB2A2 vormen. 

De rechthoekszijde AAj is de afstand van het punt A tot 
^2 en dus in lengte gelijk aan DAi. Evenzoo is de rechthoeks- 
zijde BB.2 = B,E. Construeert men dit rechthoekig trapezium, 
hetgeen op hetzelfde neerkomt, alsof men het vertikaal projec- 
teerend vlak van AB om de vertikale projectie A2B2 neer- 
wentelt in TTj, dan ontstaat de vierhoek A2B2Bi'A/, waarin 
/ A2 = Z B2 = 90^ en A2A1 ' = A,D, B2B1' = B|E is. 

De hoek y, dien A/B/ met AfB, maakt, is nu de gevraagde 
hoek, terwijl deze constructie ons ook de ware lengte A/B/ 
van AB doet kennen. 

Opgaven. 

Construeer den afstand van de punten A en B, benevens 
de hoeken, die AB met tti en tt^ maakt, indien: 

1. A in den eersten en B in den tweeden ruimteboek ligt. 

2. A in den eersten en B in den vierden ruimtehoek ligt. 

3. A in den tweeden en B in den derden ruimtehoek ligt. 

4. A en B zich bevinden in een vlak, dat J_ de as staat. 

5. Van een lijn is gegeven: haar horizontale projectie, haar 
horizontaal doorgangspunt en de hoek, dien zij met ^1 
maakt. Gevraagd wordt haar vertikale projectie. 

6. Construeer den afstand van een punt tot de as van projectie. 

7. A ligt in den eersten, B in den derden ruimtehoek. Con- 
strueer de ware grootte van het deel van de lijn, dat tus- 
schen de twee projectievlakken begrepen is. 

8. Op een lijn een punt X te vinden, dat op een gegeven 
afstand l van een gegeven punt A in die lijn verwgderd is. 
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In een punt A van een vlak x een loodlijn van gegeven 
lengte / op te richten. 



Afstand van een punt tot een l^n. 

Fig. 91. 8 38. Loopt de gegeven Ign / // tc^ en is Q het voetpunt 
van de loodlgn uit het gegeven punt P op / neergelaten, dan 
loopt een van de beenen van den rechten hoek Q // 5r„ en 
derhalve is de projectie van den rechten hoek Q op ^r, weer recht. 

Men krijgt dus de vertikale projectie van PQ door PgQj J_ U 
te trekken. Nu is ook de horizontale projectie PiQi van die 
loodlijn bekend. 

De afstand PQ is door ons bepaald volgens § 37, opmer- 
king 2, waarbij P,B = APa = het verschil van de afstanden 
van P en Q tot tt^ gemaakt is. 

QiB is dus de gevraagde afstand. 

Fig. 92. Loopt / niet // een van de projectievlakken, dan neemt men een 
vlak // /, of beter nog door Z, als nieuw vertikaal projectievlak 
aan. Het horizontaal projecteerend vlak van l is het bedoelde. 

De nieuwe as is dan k en U de nieuwe vertikale projectie 
van /, terwijl P2' de nieuwe vertikale projectie van P is. 

De loodlijn P/Q/ op U is de nieuwe vertikale projectie van 
den gevraagden afstand, waaruit op de bekende wijze de hori- 
zontale projectie PiQi en de ware grootte QiB wordt afgeleid. 

Opmerkingen. 1. PgQ? is de oorspronkelijke vertikale 
projectie van den afstand PQ. 

2. Men zou den afstand ook kunnen bepalen, met behulp 
van een vlak (x> door P J_ /. Zg Q het sngpunt van / en ^, dan 
is PQ de gevraagde afstand. De teekening voor deze con- 
structie is echter veel ingewikkelder, dan die wg gegeven hebben. 

3. Het hoofdstuk , neerslaan van vlakken" geeft nog een 
andere manier aan de hand om dit werkstuk op te lossen. 

Controle. De afstand van Q? tot de oorspronkelijke as 
moet =Q4Q/ zijn. 

Opgaven. 

Construeer den afstand van punt P tot lijn /, indien: 
1. P in den eersten, / in den tweeden ruimteboek ligt. 
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2. P in den tweeden, / in den vierden ruimteboek ligt. 

3. P in den eersten rh. ligt, en l de as loodrecht snijdt. 

4. P in den eersten rh. ligt, en l de as loodrecht kruist. 



Afstand van een punt tot een vlak. 

Fig. 93. § 39. Als het punt P in ^r^ ligt en ötX^i staat, dan ligt 
de loodlijn PQ in ^r, en de loodlijn PiQ« op otx^ geeft den 
gevraagden afstand. 

Fig. 94. Heeft x een willekeurigen stand, dan neemt men het hori- 
zontaal projecteerend vlak /3, van de loodlijn PQ als nieuw 
vertikaal projectievlak aan. 

De nieuwe vertikale projectie P2' van P verkrijgt men door 
PiP2^ JL /3/3i en = CPa te maken. De nieuwe vertikale doorgang 
van X is ^/ (§ 36). 

De loodlijn P/Q/ op öt/ geeft den gevraagden afstand. 

Opmerking. De loodlijn Q/Qi-L/3/3, geeft de horizontale 
projectie van het voetpunt Q, en teekent men BQi J_ de 
oorspronkelijke as en==QiQ/, dan krijgt men de oorspron- 
kelgke vertikale projectie van het voetpunt Q. 

Controle. P3Q2 moet ± x^x staan. 

Opgaven. 

Construeer den afstand van punt P tot vlak x en de pro-' 
jecties van het voetpunt Qy indien: 

1. X II TTi loopt. 

2. X II de as loopt. 

3. ^ J. de as staat. 

4. X door de as en een punt buiten de as gaat. 



Afstand van twee kruisende l^nen. 

Fig. 95. § 40. Het geval, dat een van de lijnen loodrecht op een 
van de projectievlakken slaat, is reeds in § 21 behandeld. 

Loopt een van de lijnen, b.v. /, // ^r,, dan kan men dit geval 
tot dat van § 21 terugbrengen, door een vlak ^ X / en dus 
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ook J_ TTi als niéuw vertikaal projectievlak aan te nemen. 

De nieuwe vertikale projectie van / is dan het punt 1/ dat 
even hoog boven de nieuwe as ccxi gelegen is als de afstand 
BC van / tot tt^ bedraagt. De nieuwe vertikale projectie van 
m (§ 35) is m^\ 

We hebben nu eenvoudig de constructie van Fig. 456 te 
herhalen; d, w. z. de loodlijn ^2(^1 uit 1/ op W getrokken 
is gelijk aan den gevraagden afstand. De horizontale projectie 
is PiQi, waaruit men gemakkelijk de vertikale projectie P2Q2 
afleidt. 

Controle. De afstand van Qa tot de oorspronkelijke as 
moet gelijk zijn aan dien van Q2^ tot de nieuwe as ^^i. 

Opmerkingen* 1. Loopt één van de lijnen // ttj, dan kan 
men door het aannemen van een nieuw projectievlak X die 
lijn en dus ook X ^r^ de constructie weer tot die van § 21 
terugbrengen. 

2. Loopen beide lijnen willekeurig, dan zou men een vlak 
cc X een van die lijnen als nieuw horizontaal projectievlak 
kunnen aannemen en een vlak j3 X ^ als nieuw vertikaal 
projectievlak. 

Daar wij ons voorgenomen hebben slechts nieuwe projectie- 
vlakken X TTi aan te nemen, zullen wij deze constructie buiten 
bespreking laten. 

Men kan echter den afstand in dat geval ook als volgt 
vinden : 

Noem de lijnen / en m en hun afstand x. Breng een vlak 
^X/ en een vlak t^J^m aan; zij s hun snijlijn. Nu moet 
X II s loopen en de lijnen l en m insnijden. Dit werkstuk komt 
op bladz. 41 als N®. 23 onder de opgaven voor. 

Opgaven. 

Construeer den afstand van twee kruisende lynen l en nij 
indien : 

1. / // de as en 7W willekeurig is. 

2. l en m beide de as loodrecht kruisen. 

3. Wat weet ge van de derde projecties van alle lijnen, die 
de as op een gegeven afstand loodrecht kruisen? 
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Door een gegeven punt een lijn te trekken, die de as van 
pfojectie op een gegeven afstand loodrecht kruist. 
Construeer door een gegeven punt een lijn, die een lyn 
// TT, op een gegeven afstand loodrecht kruist. 
Construeer een lijn, die door een gegeven punt gaat en 
een lijn J_ tt^ op een gegeven afstand loodrecht kruist. 



Afstand van twee evenwijdige vlakken. 

Fig. 96. § 41. Staan beide vlakken Xttj, dan is de afstand AB van 
hun vertikale doorgangen de afstand van de evenw^dige vlak- 
ken (Waarom?). 

Hebben beide vlakken een willekeurigen stand ten opzichte 
Fig. 97. van de projectievlakken, dan neemt men een nieuw vertikaal 
projektievlak 7 aan, waar beide loodrecht op staan. Men 
behoeft daartoe slechts een horizontalen doorgang yyi J_ otcci te 
trekken. De nieuwe vertikale doorgangen van » en (3 worden 
volgens § 36 verkregen, door in E een loodlijn op 77^ op te richten 
en daarop EG = ED en EF = EB af te passen. CG en AF zijn 
dan de bedoelde doorgangen (Controle : ze moeten evenwgdig 
loopen). De afstand van deze doorgangen is dan de gevraagde. 

De afstand van twee evenwgdige lijnen wordt gevonden 
door den afstand van een punt van één dier lijnen tot de 
andere te construeeren (§ 38). In het volgende hoofdstak zal 
men een nieuw middel leeren vinden, om dien afstand te con- 
strueeren. 

Evenzoo wordt de afstand van een lijn tot een daaraan 
evenwijdig vlak teruggebracht tot den afstand van een punt 
tot een vlak. 

Opgaven. 

Een vlak ie construeeren^ dat op een gegeven afstand van 
een gegeven vlak x verwyderd is, indien: 

1. X J^TTi staat. 

2. et II de as loopt. 

3. cc een willekeurigen stand heeft. 



Derksen en de Laive, Besohryvonde Mcotkundo. 
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4. In de as van projectie een punt te bepalen, dat op een 
gegeven afstand van een gegeven vlak verwijderd is. 

5. In een gegeven lijn een punt te bepalen, dat op een 
gegeven afstand van een gegeven vlak verwijderd is. 

Herhaling. 

1. Gegeven zijn: een vlak en de drie hoekpunten van een 
daar buiten gelegen driehoek. Men vraagt den afstand te 
construeeren van het zwaartepunt van den driehoek tot het 
gegeven vlak. 

2. Op een gegeven vlak zijn in twee verschillende punten 
loodlijnen opgericht in tegengestelde richting en van gegeven 
lengten. Men vraagt het punt te bepalen, waarin de lyn, 
die de uiteinden van deze loodlijnen verbindt, het gegeven 
vlak snijdt. 

3. Construeer het vlak, dat door een gegeven punt P X een 
gegeven lijn / kan gebracht worden, door het horizontaal 
projecteerend vlak van / als nieuw projecticvlak aan te 
nemen. 

4. In een gegeven vlak een lijn te bepalen, welke // een 
tweede gegeven vlak loopt en op een gegeven afstand 
daarvan verwijderd is. 

5. Van twee elkaar kruisende lijnen loopt de eene // ^i, de 
andere // tTj. Gevraagd wordt de kortste lijn te construeeren, 
die een punt van de eene lijn met een punt van de andere 
verbindt. 

6. Gegeven is een lijn a // de as en de horizontale projectie 
van een punt P. Bepaal de vertikale projectie van P zoo- 
danig, dat de afstand van P tot a een gegeven lengte l heeft. 
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V. HET NEERSLAAN VAX VLAKKEN. 



Fig. 98. § 42. Zij ABC een driehoek en AiBiCi zijn projectie op 
een vlak tt, dan kan men uit den vortu van de' projectie niet 
onmiddellijk den vorm van den driehoek afleiden. Immers, 
daar de hoek, dien BC met zyn projectie maakt (^), in den 
regel niet gelijk is aan dien, welken AC met zijn projectie 
maakt (/3), en ook niet gelijk aan dien, welken AB met zijn 
projectie maakt (y), heeft men: 

AB ^ BC . AC 
AiBi BiCi AiC; 

Wel hebben we geleerd uit de twee projecties van AB de 
lengte van AB te construeeren, door middel van een horizontaal 
projecteerend vlak. Door driemaal zulk een constructie uit te 
voeren, telkens door middel van een ander nieuw projectievlak, 
kan men de werkelijke lengten van de zijden en daaruit den 
werkelijken driehoek ABC afleiden. 

Bissectrices, hoogtelynen van ^ ABC uit Fig. 98 projec- 
teeren zich in het algemeen niet als bissectrices, hoogtelijnen 
van /S AiBiCi. 

De projectie van een punt P in /\ABC kan men niet 
anders vinden, dan door P met een hoekpunt, b.v. A, te ver- 
binden. Deze verdeelt BC in een zekere verhouding. Verdeelt 
men nu ook BiCi in de verhouding BD : DC en AiDi in de 
verhouding AP : PD, dan vindt men de projectie van het 
punt P (§ 8). 

Omgekeerd zou men uit de projectie Pi op die wijze ook 
tot de werkelyke ligging van het punt P kunnen komen. 

Op deze wijze is het echter zeer ingewikkeld, om uit de 
ligging van lijnen, punten en de grootte van hoeken van een 
driehoek af te leiden de ligging van de overeenkomstige 
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elementen in de projectie en omgekeerd. Nog fngewikkelder 
worden de constracties voor vierhoeken, vijfhoeken enz. Boven- 
dien wordt de onnauwkeurigheid van de uitkomst grooter, 
naarmate het aantal constructies toeneemt. 

Om dat groote aantal constructies te vermijden, wordt de 
«methode van het neerslaan" toegepast. Deze bestaat daarin, 
dat men een vlak met al zijn figuren neerslaat om zijn over- 
eenkomstigen doorgang tot het öf in het horizontale, öf in 
het vertikale, öf in het derde projectievlak ligt. Wij zullen het 
altijd om zijn horizontalen doorgang in het horizontale vlak 
neerslaan. In dat neergeslagen vlak voert men dan de noodige 
constructies uit en richt daarna het vlak weer op, waardoor 
men de horizontale en vertikale projecties van de gevraagde 
elementen verkrijgt. 



Het neerslaan van een vlak 
loodrecht op tt^. 

Fig. 99. § 43. Zij X een vlak, waarin zich een driehoek ABC bevindt. 
Trek uit A, B en C loodlijnen AF, BG en CH op ^^i. 
Laat men vlak o(. nu wentelen om zijn horizontalen doorgang 
^^1, dan beschrijven A, B en C cirkelbogen met F, G en H 
als middelpunten en komen te liggen in lijnen in ^i loodrecht 
op de as van wenteling getrokken en wel in de punten An, 
(afkorting van A neergeslagen) B^ en Cn. 

Deze cirkelbogen projecteeren zich op ^Tg in hun ware grootte 
als AgK, B,D, C2E. 

Lijnen üit K, D en E // 05^, getrokken geven ons ook de 
neergeslagen hoekpunten An, B^ en C^. 

Fig. 100. In Fig. 100 is de bijbehoorende constructieteekening gemaakt. 
^As, ^Ba en ^C^ wijzen de afstanden van de hoekpunten van 
/\ ABC tot de as van wenteling »ol^ aan en dus de stralen 
van de cirkelbogen, welke die hoekpunten beschrijven. 

Tevens is in Fig. 100 in het vlak van den neergeslagen 
A ABC een punt I^ geteekend, en is daaruit zijn vertikale en 
horizontale projectie Ii en I2 afgeleid. 
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Opgaven. 

Een vlak » staat X 't, en daarin xyn geteekend de pro- 
jeciies van een driehoek ABC. Construeer de projecties van : 

1. Het middelpunt van den omgeschreven cirkel. 

2. Het snijpunt van de boogtelijnen. 

3. Richt in het middelpunt van den omgeschreven cirkel 
van l\ ABC uit opgave 1 een loodlijn op vlak cc op van 
de lengte a. Verbind het uiteinde met de hoekpunten. 
Van welk lichaam hebt ge nu de projecties ? 

4. Teeken met behulp van opgave 2 de projecties van een 
orthogonaal viervlak, dat ABC tot grondvlak heeft en 
>yaarvan de hoogte gegeven is. 

5. In een vlak ^ X ^2 zijn de projecties van een zyde AB 
van een gelijkzijdigen driehoek gegeven. Construeer de 
projecties van dien gelijkzijdigen driehoek. 

6. Eveneens zijn de projecties van AC als diagonaal van 
een vierkant gegeven. Teeken de projecties van dat vierkant. 

7. Eveneens zijn de projecties van een zijde AB van een 
driehoek, alsmede van het snijpunt H der hoogtelijnen 
gegeven. Teeken de projecties van den driehoek. 



Het neerslaan van een vlak even- 
wijdig aan de as. 

Fig. 101. § 44. Zij X het vlak // de as en AiBiCj de horizontale pro- 
jectie van een driehoek ABC in dat vlak ; ocx^ is de derde 
doorgang. 

De afstanden ^D, ^E, ocY wijzen nu aan, hoe ver de hoek- 
punten van ^ABC van de as van wenteling oc»^ verwijderd 
zgn, en dus ook, hoe groot d^ stralen van de cirkelbogen zijn, 
die deze hoekpunten beschrijven. 

In de figuur is nu ondersteld, dat vlak ^ om zijn horizon- 
talen doorgang naar voren is neergewenteld in het horizon- 
tale vlak. 

Men krijgt daardoor den neergeslagen driehoek AnBnC», 
waarin het hoogtepunt Hn bepaald is. Door terugwenteling zijn 
Hl en Ht verkregen. 
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Opgaven. 

1. In een gegeven vlak et // de as ligt een lijn AB, waar- 
van de horizontale projectie Ai Bi gegeven is. Gevraagd 
worden de projecties van een vierkant, waarvan AB een 
zijde is. 

5. Eveneens, als AB de zijde moet worden van een regel- 
matigen vijfhoek. 

\. In een gegeven vlak ^ // de as ligt een gelijkzijdige drie- 
hoek ABC. Als gegeven is, hoe de zijde AB na de wen- 
teling in TT, komt te liggen, vraagt men de projecties van 
dien driehoek te construeeren. 

k Een regelmatig viervlak rust met zijn grondvlak op een 
gegeven vlak, dat // de as loopt. Construeer de projecties 
van de hoekpunten van dat viervlak. 



Het neerslaan van een willekeurig vlak. 

Fig. 102. § 45. Zij X een vlak en AiB|Ci de horizontale projectie 
van een driehoek in dat vlak en stellen wij ons voor de ver- 
tikale projectie en den neergeslagen driehoek ABC te con- 
strueeren, als <« om zijn horizontalen doorgang in ttj gewen- 
teld wordt. 

Om de constructie van § 43 te kunnen toepassen, nemen 
we een vlak /3 J. <3t en tevens X ^i als nieuw vertikaal projec- 
tie vlak aan. Zulk een vlak heet een standvlak, omdat het 
_L ^^1 staat en dus den stand hoek van x en ^i bevat. 

Volgens § 36 wordt de nieuwe doorgang »i van vlak a. 
verkregen door /3E X /S/S^ en = /3D te maken en E met F te 
verbinden. 

De nieuwe projecties A/, B/ en C/ van de hoekpunten 
van [\ ABC bevinden zich in xl^ en hun afstanden tot de 
nieuwe as ,3/3i zijn gelijk aan de afstanden van de punten A, 
B en C tot tt,. 

Pe afstanden van de vertikale projecties Ao, B, en Co tot 
de oorspronkelijke as zijn gelijk aan die van Aj', B^' en C2' 
tot de as /3/3i. 

De cirkelbogen, die de hoekpunten beschrijven bij de wen- 
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teling, hebben tot stralen FA/, FBj' en FCj/ en geven ons 
den neergeslagen driehoek AnBnCn. 

Hierin hebben we een punt Pn geteekend en door terug- 
wenteling de horizontale projectie P, gevonden. De vertikale 
projectie P» van dit punt ligt weer even hoog boven de oor- 
spronkelijke as, als Vt boven de nieuwe as ^fii ligt. 

Fig. 103. In Fig. 103 zijn de horizontale projecties Ai, Bi en Ci van 
drie puntep in vlak x gegeven, nl. A (tweede ruimteboek) 
B (derde rh.) en C (vierde rh.). 

De nieuwe vertikale projecties A/^ B/, C/ liggen in den 
nieuwen dooi^ng »t van vlak », en daaruit kan men de 
oorspronkelgke vertikale projecties A«, Be en C^ afleiden door 
GAa, HB2 en IC, gelijk aan DA,', EB/ en FC/ te maken. 

De stralen van de cirkelbogen, die A, B en C beschrijven, 
zijn MAj', WRi\ MC/ ; en de richting van de cirkelbogen 
wordt aangegeven door pijltjes in de figuur. 

Op de bekende manier vinden we nu de neergeslagen punten 
An, Bn en Cn. 



*n» 



Opgaven. 

1. Gegeven is Ai Bi als de horizontale projectie van een lijn 
A6, liggende in een vlak «, dat een willekeurigen stand 
ten opzichte van de as heeft. Gevraagd worden de projecties 
van den gelijkzijdigen driehoek ABC in vlak ^. 

2. Construeer eveneens de projecties van een vierkant in vlak 
^, waarvan de lijn A6 uit opgave 1 een diagonaal is. 

3. Gegeven is een vlak x en de stand van den neergeslagen 
driehoek ABC in vlak «, als x om zijn horizontalen door- 
gang in TTi neergewenteld is. Construeer de projecties van 
dien driehoek, alsmede van het hoogtepunt. 

4. Als de driehoek ABC uit opgave 3 het grondvlak is van 
een orthogonaal viervlak, waarvan de hoogte gegeven is, 
construeer dan de projecties van dat viervlak. 



§ 46. Niet altijd is het raadzaam neer te slaan met behulp 
van een standvlak. Vooral bij het neerslaan van lijnen komt 
men dikwijls spoediger tot zijn doel door de volgende redeneering : 
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Fig. 104. Zij ^ een vlak met een lijn AB er in, die men wenscht 
neer te slaan in tTj, 

Het punt B van den vertikalen doorgang beschrijft een 
oirkelboog liggende in het vlak jSi/S/Sj dat JL xxi staat en komt 
dus te liggen ergens in de lijn 1(3/3^. Zijn afstand tot punt et blijft 
echter dezelfde. Beschrijft men dus een oirkelboog met x als 
middelpunt en ^B^ tot straal, dan zal het snijpunt Bn met (S(3i 
het neergeslagen punt B zijn. 

Het punt A blijft bij die wenteling op zijn plaats, en der- 
halve is AiBn de neergeslagen lijn AB. 

Een punt C^ van die lijn heeft zgn horizontale projectie in 
AiBi en in de loodlijn uit Cn op de as van wenteling neergelaten. 
Zijn vertikale projectie d ligt op AjBj. 

Opmerking. xBn is de neergeslagen vertikale doorgang van x. 

Opgaven. 

1. Door een punt van een gegeven vlak een lijn in dat vlak 
te trekken, die den vertikalen doorgang onder een hoek 
van 60^ snijdt. 

2. Door een punt in de ruimte een lijn te trekken evenwijdig 
aan een gegeven vlak x^ die zgn horizontalen doorgang 
onder een hoek van 60^ kruist. 

3. In een vlak x de m. p. te construeeren van de punten, 
die de eigenschap bezitten, dat zij tweemaal zoover van 
den horizontalen doorgang als van den vertikalen doorgang 
van cc verwijderd zijn. 

4. In de lijn uit opgave 3 een punt te bepalen, dat op een 
gegeven afstand van de as verwijderd is. 

5. Van een vlak cc is gegeven de horizontale doorgang, 
benevens het neergeslagen punt A^ van een punt A van 
den vertikalen doorgang. Construeer den vertikalen door- 
gang van cc. 



De hoek van twee snijdende lijnen. 

Fig. 105. § 47. Brengt men door de twee snijdende lijnen AB en CD 
een vlak cc, dan behoeft men dat vlak met de twee snijdende 
lijnen er in slechts neer te wentelen om ccx^ in ttj. 
De hoek AiSnDi is dan de gevraagde. 
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Fig. 106. Ook kan men den hoek bepalen zonder den vertikalen 
doorgang van het vlak, dat door de twee snijdende lijnen 
gebracht kan worden, te teekenen. 

Bepaalt men alleen de horizontale doorgangspunten A^ en Bi 
van de lijnen, dan is /\ A^BiSf de horizontale projectie van een 
driehoek ABS, wiens tophoek S de gevraagde hoek is. 

Wentelt men dien driehoek om zyn basis AiB, in tt^ neer, 
dan beschrijft S een cirkelboog, die tot middelpunt beeft het 
voetpunt Cl van de loodlijn uit S, op AiBi neergelaten, en 
tot straal de werkelijke hoogte van ./\ ABS. Deze is de hypo- 
tenusa van een rcchthoekigen driehoek, die S|Ci en den afstand 
van S boven ^i (dus ES^) tot rechthoekszijden heeft. 

Construeert men dien driehoek, door SjD X S,Cj en = ES2 
te maken, dan is CiD de bedoelde straal. Verlengt men dus 
SiCi met een stuk CiSn = CiD, dan is Sn de neergeslagen top 
van /\ABS en ^AiSnB, de gevraagde hoek y. 

Opmerking. Daar de hoek van twee kruisende lijnen leum 
de hoek is, dien / maakt met een lijn door een punt van / // in 
getrokken, is de constructie van den hoek van twee kruisende 
lijnen teruggebracht tot die van twee snijdende lijnen. 

Opgaven. 

Construeer den hoek van twee snijdende lijnen l en m^ indien : 

1. l II Tl en m willekeurig is. 

2. l II TTi en m willekeurig is. 

3. l II TTi en m II tt^ is. 

4. / // de as loopt en m willekeurig is. 

5. / de as rechthoekig kruist en m willekeurig is. 

6. l samenvalt met de as en m willekeurig is. . 

7. l en m elkaar in de as snijden. 

8. / en m elkaar in de as snijden, en beide liggen in een 
vlak, dat door de as gaat. 

9. Construeer de projecties van de bissectrix van den hoek 
van twee snijdende lijnen. 

10. Construeer den hoek, waaronder een willekeurige lijn de 
as kruist. 

11. Door een gegeven punt een lijn te construeeren, die een 
gegeven lijn snijdt, en met haar een gegeven hoek maakt. 
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De hoek van een Ifjn met een vlak. 

§ 48. Laat men uit een pont van een lijn de loodlijn (nor- 
maal) neer op een vlak, dan is de hoek van de lijn en de 
normaal (zie voorgaand werkstuk) het complement van den 
gevraagden hoek. 

Opgaven. 

1. Construeer den hoek, dien de as van projectie met een 
vlak maakt. 

2. Van een lijn vallen . de projecties samen met de door- 
gangen van een vlak. Construeer den hoek, dien deze lijn 
met het vlak maakt. 

3. Construeer den hoek van een gegeven lijn met een vlak 
loodrecht op de as. 



Door een punt in tt^ een Ifjn te oon- 

strueeren, die gegeven hoeken 

met de projectievlakken maakt. 

Fig. 107rt § 49. Zij Bi het gegeven punt en Ai het punt, waarin de 
gevraagde lijn tt^ snijdt, dan is de ligging van AiBg volkomen 
bepaald, zoodra men de ligging van Ai weet. Nu vormt AiB^ 
met haar horizontale projectie een driehoek AiBiB^, rechthoekig 
in Bi ; AiB^ vormt met haar vertikale projectie een driehoek 
A1A2B2, rechthoekig in Ao. 

Van /\ A1B1B2 is bovendien bekend B3B1 en de hoek 
BjAiBi = ^,, waardoor men de lengte van AiBi kent. Derhalve 
moet A, zich bevinden op den omtrek van een cirkel uit Bi 
als middelpunt met BiAi als straal in ^1 beschreven. 

Nu kent men van /N^AiAiBi ook de hypotenusa A1B2, en 
daar /_K{Riki^=^(i gegeven is, is de lengte van AiAj ook 
bekend. Derhalve moet Ai zich ook bevinden op een lijn in 
TT,, op dien afstand // de as getrokken. 

Fig. 1076. Gegeven zijn in de constructiefiguur het punt Bi — B3 en 
de hoeken x en /3. Nu is ondersteld, dat de rechthoekige 
driehoek AiBiBj uit Fig. 107a om zijn rechthoekszijde BiBj 
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is neergewenteld in ^Tj, waar men hem construeert, door 
/__ B|BjAn = 90^ — oc te maken. BiAn is nu de straal van den 
cirkelomtrek met Bi als middelpunt, waarop het gevraagde 
punt Al zich moet bevinden. 

Construeert men nu A AnB,D in Fig. 107* met / DBjAn = /3, 
dan wijst de rechthoekszijde AnD aan, hoe ver bet gevraagde 
uiteinde At van de as ligt. Trekt men dus een lijn // de as 
op een afstand = AnD, dan moet zich ook daarop de hort- 
tale projectie van het gevraagde uiteinde bevinden. 

Deze lijn snijdt den cirkelomtrek in Ai en Fi. 

Men vindt derhalve als de gevraagde Ignen AiBi — A2B2 
en FiBi — F2B2. 

Doch ook in den tweeden ruimteboek bevinden zich nog 
twee lijnen CiBi — A^B^ en HiBi — F2B2, die aan het gevraagde 
voldoen. Deze twee lijnen liggen symmetrisch met de eerste 
twee ten opzichte van ^i. 

Discussie. De constructie is alleen* mogelijk, als de 1^'n door 
E // de as den cirkelomtrek snijdt (Fig. 107i) ; dus als : . 

AnD<B;An 

AnB2 sin /3 < AnB2 cos et 
sin /3 < cos » 
sin /J <: sin (90' — x) 
/3<90' — ^ 
of ^ + iS <: 90' is. 



Door een gegeven punt een vlak te 

brengen, dat gegeven hoeken met 

de projeotievlakken maakt. 

§ 50. Uit de Stereometrie weten we reeds, dat de hoek van 
een vlak ^ met een vlak tt het complement is van den hoek, 
dien een normaal op H> met tt maakt. 

Moet het gevraagde vlak dus een hoek » met tt^ maken 
en een hoek /3 met ^«^ dan moet een normaal op dat vlak 
de hoeken 90' — <« en 90' — /3 met tt, en ttj maken. 

We construeeren dus door een willekeurig punt van ^Tg een 
lijn, die de hoeken 90' — <« en 90' — /3 met ^i en t^-i maakt en 
brengen door het gegeven punt P een vlak X die lijn (§ 30). 
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Opmerking. Er zijn vier vlakken, die aan het gevraagde 
voldoen. 

Discussie. Uit het voorgaande werkstuk blijkt, dat 
900 — ^-1-90' — /3<90^ 

dus : flc + /3 > 90° moet zijn. 

Opgaven, 

1. Men voere de constructie van dit werkstuk uit. 

2. Door een gegeven punt een lijn te trekken, die gegeven 
hoeken met de projectievlakken maakt. 



De hoeken van een vlak met de 
projectievlakken, 

§ 51, Men weet, dat de hoek van een vlak ^ met ^i het 
complement is van den hoek, dien een normaal op ^ met t^ 
maakt. En zoo wordt het werkstuk dus teruggebracht tot hét 
construeeren van den hoek van een lijn met ^i. 

Eenvoudiger is echter de volgende constructie: 
Fig. 108. Een vlak _L ^^i is vroeger reeds een standvlak genoemd 
(§ 45). Dit vlak sngdt tt^ volgens BA en ^ volgens een lijn, 
die in neergewentelden toestand AD is. 

AB en AD zijn dus de beenen van den standhoek en /^ BAD 
is de gevraagde standhoek. 

Opmerking. De rechthoekige driehoek BAD heet ook wel 
standdriehoek» 

Fig. 109. Zonder redeneering mogen we nu wel besluiten, dat de hoek 
van een vlak x met tt^ gevonden wordt, door uit een willekeurig 
punt A van o^Xi een loodlijn AB neer te laten op de as; uit 
B een loodlijn BC op ccx^ ; de loodlijn BD op BC = BA te 
maken, en C met D te verbinden. Dan is / BCD de gevraagde. 

Opgaven. 

1. Welken hoek maakt een vlak _L tTz met tt^ ? 

2. r, r, r, , , ± TT^ mCt TTj ? 

3. Welke hoeken „ „ i, II ^^ met tti en ^rg? 
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4. De horizontale doorgang van een vlak x is gegeven, 
alsmede de hoek van ol met ^i. Gevraagd wordt de ver- 
tikale doorgang. 

5. De horizontale doorgang van een vlak » is gegeven, 
benevens de hoek van oc met'^Tj. Gevraagd wordt de ver- 
tikale doorgang. 

6. Van een vlak » is gegeven de horizontale doorgang, 
benevens het neergeslagen punt A„ van een punt A in 
dat vlak. Bovendien is de hoek van x met ^i gegeven. 
Gevraagd worden de vertikale doorgang van ^^n de 
projecties van A. 

7. Construeer de hoeken, die een vlak, waarvan de door- 
gangen in eikaars verlengde vallen, met de projectievlakken 
maakt. Wat merkt ge op? 



De hoek van twee vlakken. 

Fig. 110a. § 52. Als ^ en /? de twee vlakken zijn, en A1B2 hun snijlijn 
is, dan zal een vlak in een willekeurig punt C van die snijlijn 
loodrecht daarop de twee vlakken volgens twee lijnen CD en CE 
snijden, die de beenen van den gevraagden standhoek DCE 
vormen. 

De horizontale doorgang DE van dit vlak staat volgens 
§ 27 loodrecht op de horizontale projectie AiBi van die snijlijn. 

Daar DE ook X AiBj staat, zal DE X het horizontaal pro- 
jecteerend vlak AiBiB^ van de snijlijn staan, derhalve ook 
X CF; m. a. w. CF is hoogtelijn in A I>EC. 

Wentelt men A DEC om zijn basis DE neer in ^r^, dan komt 
de top C derhalve ergens in A|B, te liggen. De. plaats van 
het neergeslagen toppunt C kan bepaald worden, indien men 
de lengte van die hoogtelijn kent. Daar CF in het horizontaal 
projecteerend vlak van de snijlijn AiB» ligt, en wel X AiB^ 
omdat zij in het standvlak DCE ligt, kan men haar lengte 
bepalen door /\ AiBiBj in tt^ neer te slaan, en daarna 
CF X AiB, te trekken. 

Constructie. 
Fig. 1106. Het horizontaal projecteerend vlak van de snijlijn der vlakken 
« en j3 wordt neergewenteld in tt,. In een willekeurig punt 
C„ van de neergeslagen snijlijn AiBn wordt een loodlijn 
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daarop getrokken, die AiBi ia F snijdt. In F trekt men een 
lijn X AiBi, die de horizontale doorgangen in D en E snijdt. 
Maak na FC'^ = FCn en verbind D en E met C'n, dan is 
/[DC'nE of <f de gevraagde standhoek. 

Opmerking. De hoekt van de normalen op twee vlakken 
is gelijk aan (of het supplement) van den hoek der twee vlakken. 
Men zou dus uit een willekeurig punt loodlijnen kunnen neer- 
laten op de vlakken. De hoek van deze twee lijnen is dan 
ook de gevraagde. 

Als de horizontale doorgangen van de vlakken evenwijdig 
loopen, kan deze uitvoering ook toegepast worden. Men kan 
echter dan de constructie eenvoudiger verrichten. 
Fig. 111 Volgens § 23e loopt de snijlijn CE // de horizontale door- 
gangen van de vlakken ; Cs is het vertikale doorgangspunt van 
die snijlgn. 

Brengt men door dit punt een vlak X ^«i en jSjSi, dan staat 
dit vlak tevens X CE en is dus een standvlak. 

Beschouwt men dit vlak als nieuw vertikaal projectievlak, 
dan zijn de nieuwe doorgangen AiCn en BiCn van ^ en /3 de 
beenen van den standhoek, en is dus /_ BiC„Ai of ^ de 
gevraagde hoek. 

Opgaven. 

Construeer den hoek van de vlakken x en /3, indien : 

1. ci loodrecht op de as staat en /3 willekeurig is. 

2. ot II de as loopt en /3 willekeurig is. 

3. Beide vlakken // de as loopen. 

4. Beide vlakken denzelfden horizontalen doorgang hebben. 

5. X willekeurig is en /3 door de as van projectie en een 
gegeven punt gaat. 

6. X door de as en een gegeven punt gaat en (3 // de as loopt. 

7. De doorgangen van ^ in eikaars verlengde vallen en (3 
door de as en een gegeven punt gaat. 



§ 53. Met behulp van het voorgaande kunnen de volgende 
twee werkstukken uitgevoerd worden : 

a. Het vlak te oonstrueeren, dat den hoek van 
twee vlakken middendoor deelt. 
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Fig. 112. Nadat op de gewone manier de boek AC/B van de vlakken 
^ en /3 is geconstrueerd, wordt deze hoek middendoor ge- 
deeld. Zij CnD de bissectrix, dan is D het punt, waarin 
zij TTi ontmoet en dus een punt van den horizontalen door- 
gang van het gevraagde vlak <P, Daar het gevraagde vlak 
ook de snylijn EF van de vlakken x en (3 moet bevatten, 
is El ook nog een punt van den horizontalen doorgang, terwijl 
Fa een punt van den vertikalen doorgang is. Het vlak ^ is 
daardoor volkomen bepaald. 

Opmerking^. Daar twee vlakken in het geheel vier boeken 
vormen, die twee aan twee gelijk zijn en hetzelfde bissectrix- 
vlak hebben, voldoen er twee vlakken aan het gevraagde. 



§ 54. h. Door een Itjn in een gegeven vlak een 
ander vlak te brengen, dat met het eerste een 
gegeven hoek maakt. 

Fig. 113. Zij X het gegeven vlak en AB een lijn in dat vlak. Er 
wordt nu .gevraagd naar een vlak y, dat met x een gegeven 
hoek maakt zoodanig, dat AB de snijlijn van x en ^ is. 

Men kan dus weer beginnen het horizontaal projecteerend 
vlak van dé snijlyn neer te slaan in ^i (AiBiBn). Daarna neemt 
men op de neergeslagen snijlijn AiBn een willekeurig punt C„, 
richt in Cn een loodlijn op AiBn op, die AiBi in D snijdt en 
trekt in D een lyn EG JL AiBi, die xx^ in E snijdt. Maakt 
men nu DCn' = DCn, dan is volgens § 52 EC/ een van de 
beenen van den standhoek van x en <f. Maakt men nu /^ EC/F = 
den gegeven standhoek, dan is F een punt van den horizon- 
talen doorgang van <]p. Ai is een ander punt van dien door- 
gang en Bi een punt van den vertikalen doorgang. Vlak ^ is 
nu volkomen bepaald. 

Opgaven. 

Construeer het Hssectrix-vlak van x en /3, indien: 

1. X loodrecht op de as staat en /? willekeurig is. 

2. X en ^ beide // de as zijn. 

3. X de as loodrecht kruist cn (3 H de 2l& is. 

4. X samenvalt met tt^ en ^ willekeurig is. 

5. X samenvalt met tt^ en (3 willekeurig is. 
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6. De horizontale doorgangen van x en (3 evenwijdig loopen. 

7. De horizontale dooi^angen van » en (3 samenvallen. 

8. De doorgangen van x in eikaars verlengde vallen en 
/3 // de as loopt. 

9. De doorgangen van x in èlkaars verlengde vallen en die 
van (3 ook. 

10. X door de as en een punt buiten de as gaat en (3 willekeurig is. 

In een vlak x is een lyn AB getrokken. Breng door AB 
een vlak y, dat met x een gegeven hoek maakt ^ indien: 

11. ^ // de as loopt. 

12. X loodrecht op de as staat. 

13. X door de as en een punt buiten de as gaat. 

14. De doorgangen van x in eikaars verlengde vallen. 



Herhaling. 



1. Van drie punten liggen er twee beneden en één boven tt^. 
Construeer het middelpunt van den cirkel, die door die 
drie punten gaat. 

2. Van een vierkant in een gegeven vlak is één hoekpunt 
gegeven in den horizontalen doorgang, een ander in den 
vertikalen doorgang. Bepaal de projecties van dit vierkant. 

3. Van twee lijnen, die elkaar kruisen, ligt de eene in ttj, 
de andere in tt.,. Bepaal den hoek, waaronder zij elkaar 
kruisen. 

4. In een gegeven vlak ligt een driehoek. Bepaal een punt 
in TTi, dat even ver van de drie hoekpunten verwijderd is. 

5. Bepaal de hoeken, die een willekeurige lijn met de drie 
projectievlakken maakt. 

6. In een gegeven lijn een punt te bepalen, dat even ver 
van 7^1 en een willekeurig vlak verwijderd is. 

7. In een gegeven lijn een punt te bepalen, dat even ver 
van twee gegeven vlakken verwijderd is. 

8. In een gegeven lijn een punt te bepalen, dat even ver 
van de doorgangen van een gegeven vlak verwijderd is. 

9. Van een vlak is gegeven : de hoek, dien het met tt^ maakt, 
benevens zijn horizontale doorgang. Gevraagd wordt de 
afstand van een punt van de as tot dit vlak. 
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10. Van een vlak is gegeven de horizontale doorgang en de 
hoek van de doorgangen. Construeer den vertikalen door- 
gang. 

11. Door een lijn // een gegeven vlak a een vlak te brengen, 
dat met » een gegeven hoek maakt. 

12. Construeer een vlak, dat denzelfden vertikalen doorgang 
heeft als een gegeven vlak <«, en er een gegeven hoek 
mee maakt. 

13. Door een gegeven punt in een gegeven vlak een lijn in 
dat vlak te trekken, zoodanig, dat door twee gegeven 
evenwijdige vlakken een stuk van bepaalde lengte van die 
lijn wordt afgesneden. 

14. De m. p. te construeeren van de lijnen, die door een 
gegeven punt A gaan en met twee gegeven lijnen a en 
h gelijke hoeken maken. 

15. In een gegeven vlak ligt een cirkelomtrek. Gegeven is 
zijn straal en de horizontale projectie van zijn middelpunt. 
Op dien omtrek een punt te bepalen, dat even ver van 
de twee projectievlakken verwijderd is. 

16. Construeer de projecties van een gelijkzijdigen driehoek, 
gelegen in bet eerste de^lvlak, als een hoekpunt in een 
gegeven punt van de as ligt en een daarin uitkomende 
zijde een hoek van 30° met ir^ maakt. 

17. Gegeven zijn de projecties van een lijn l \\ tt^ en een 
punt A in de as. Op /twee punten B en C te bepalen 
zoodanig, dat ^ABC gelijkzijdig is. 

18. Gegeven is een lijn l in tt^ en een willekeurige lijn m. 
Construeer een lijn x, die aan de volgende drie voor- 
waarden voldoet : 

1. zij moet l in een bepaald punt snijden ; 

2. m snijden, en 

3. de afstand van de twee doorgangspunten van x moet 
een bepaalde lengte hebben. 

19. Een cirkelomtrek, wiens vlak _L de as staat, is gegeven 
door de projecties van zijn middelpunt en de lengte van 
zyn straal. Construeer de projecties van de punten van 
den cirkelomtrek, die op een gegeven afstand d van een 
gegeven vlak verwijderd zijn. 

20. Construeer het vlak, dat den hoek middendoor deelt van 

Derksen en de Laivc, Beschrijvende Meetkunde. 5 



DigitizedbyCjOOQlC 



66 

twee vlakken, die elkaar in een punt van de as snijden. 

21. Een vlak gaat door de as en een punt van den tweeden 
ruimteboek. Bepaal de snijlijn van dit vlak met een ander, 
waarvan de horizontale doorgang en de hoek met tti 
gegeven zijn. 

22. Qegeven is een punt A in den eersten ruimtehoek. 

Construeer een vlak door A, dat met t^ een hoek van 
60° maakt, terwijl de vertikale doorgang een hoek van 
45° met de as maakt. 

Bepaal daarna den hoek van dit vlak met het vlak, 
dat door de as en het punt A gaat. 

23. In een gegeven vlak « ligt een vijfhoek, waarvan twee 
hoekpunten in den eersten, een hoekpunt in den tweeden 
en twee hoekpunten in den vierden ruimtehoek liggen. 
Men vraagt de vertikale projectie van den vgfhoek, en 
de figuur om den horizontalen doorgang neer te wentelen 
in TTi. 

24. Gegeven z^*n een lijn en een punt daarbuiten. Men vraagt 
de projecties van den gelijkbeenigen driehoek, waarvan 
dat punt de top is, de basis in de gegeven lijn ligt, en 
waarvan de opstaande sjijden = ^ maal de hoogte van 
den driehoek zijn. 

25. Gegeven zijn twee vlakken ös en /3 en een punt A. Men 
vraagt door A een vlak ^ te brengen loodrecht op de 
gegeven vlakken; en daarna in ^ een punt te bepalen, 
dat op een gegeven afstand van deze beide vlakken ver- 
wijderd is. 

26. Gegeven een lijn en een punt buiten die lijn. De projecties 
te construeeren van het vierkant, waarvan de eene diago- 
naal met de gegeven lijn samenvalt, en waarvan het 
gegeven punt een hoekpunt is. 

27. In de as van projectie een punt te bepalen, waarvan de 
afstanden tot twee elkaar snijdende vlakken zich verhou- 
den als 1 : 2. 

28. Van een gelijkbeenig trapezium ABCD zijn gegeven de 
projecties van een der evenwijdige zijden AB en de pro- 
jecties van het hoekpunt C. Te construeeren de projecties 
van het vierde hoekpunt. 

29. Construeer een gelijkbeenigen driehoek, waarvan basis en 
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hoogte gegeven zijn. De top van den driehoek moet op 
een van twee evenwijdige lijnen liggen, de basis op de 
andere. De twee gegeven lijnen sneden de as in het- 
zelfde punt. 

30. Een lijn te construeeren, die de as snijdt en op gelijke 
afstanden van twee gegeven vlakken verwijderd is. 

51. Twee evenwijdige vlakken worden door een lijn gesneden. 
Men vraagt op die lijn een punt aan te wgzen, dat even 
ver van beide vlakken verwijderd is. 

32. Gegeven zgn punt A in ttj en punt B in tt^ als hoek- 
punten van een vierkant ABCD, waarvan ook C in tt^ 
moet liggen. Construeer de projecties van dit vierkant. 

33. Gegeven zijn een vlak ^, een lijn l buiten dat vlak en 
een punt A in tt,. Gevraagd wordt uit A een lijn te 
trekken, die ^ en 2 zoodanig snijdt, dat zij daardoor ver- 
deeld wordt in de verhouding 1 : 2. 

34. In een gegeven vlak een punt te vinden, dat op gelgken 
afstand verwijderd is van drie elkaar snijdende Ignen. 

-35. Door een gegeven punt een vlak te brengen, evenwijdig 
aan een gegeven lijn en op een gegeven afstand van 
die lijn. 
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VI. KEGELS EN CILINDERS. 



§ 55. Uit de Stereometrie is reeds bekend : 

1. De m. p. van de lijnen, die een gegeven lijn in een zelfde 
punt snijden en er een gegeven hoek mee maken, is een 
kegeloppervlak. 

2. De m. p. van de lijnen van bepaalde lengte, die men 
uit een punt naar een gegeven vlak kan trekken, is een kegel- 
oppervlak. 

3. De m. p. van de lijnen, die door een vast punt gaan 
en een bepaalden hoek met een gegeven vlak maken, is een 
kegeloppervlak. 

4. Alle vlakken, die door een bepaald punt gaan en een 
gegeven hoek met een gegeven vlak maken, raken aan een 
kegeloppervlak. 

5. De m. p. van de punten, die op een gegeven afstand 
van een gegeven lijn verwijderd zijn, is een cilinderoppervlak» 

6. De m. p. van de lijnen, die // loopen aan een gegeven 
Ign en daarvan op een zelfden afstand verwgderd zgn, is een 
cilinderoppervlak. 

7. Alle Ignen, die een gegeven lijn op een gegeven afstand 
loodrecht kruisen, raken aan een cilinderoppervlak. 

8. Alle vlakken, die evenwijdig loopen aan een gegeven lijn 
en daarvan op een zelfden afstand verwijderd zijn, raken aan 
een cilinderoppervlak. 

Opmerking. In het voorgaande worden natuurlijk rechte 
cirkelvormige kegels en cilinders bedoeld. 

§ 56. Staat nu de as van zulk een kegel of cilinder lood- 
recht op een projectievlak, dan is zijn grondvlak een cirkel, 
gelegen in dat projectievlak. Alleen in dit geval zullen wij 
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van zulk een kegel of cilinder gebruik maken. We zullen dit 
door een paar voorbeelden ophelderen. 

1. Door een gegeven Ifjn een vlak te brengen^ dat 
een gegeven hoek met t^ maakt. 

Stereometrisohe oplossing. 

Fig. 114a. Het gevraagde vlak moet de lijn AB bevatten en dus ook 
door een willekeurig punt C van die lijn gaan. 

Alle vlakken, die door C gaan en een hoek ^ met tt^ maken, 
raken aan een kegelopppervlak, dat de loodlgn uit C op tt^ tot 
as heeft en waarvan de halve tophoek het complement van oc is. 
De horizontale doorgang van het gevraagde vlak moet nu 
door A (het horizontale doorgangspunt van AB) gaan en raken 
aan het grondvlak van dien kegel. De vertikale doorgang moet 
door B gaan. 

Constructie. 
Fig. 114è. Neem een willekeurig punt C op de gegeven lijn AB, dan 
is Cl het middelpunt van het grondvlak van den kegel. Om 
den straal te vinden, teekent men in tt^ een rechthoekigen 
driehoek met C2E (hoogte van den kegel) als rechthoekszijde 
en /[ECgD (het complement van den gegeven hoek) als aan- 
liggenden scherpen hoek. ED is dan de straal van het grond- 
vlak van den kegel. 

Trek nu uit Ai (het horizontale doorgangspunt van AB) een 
raaklijn <f<fi aan het grondvlak van den kegel, die de as 
in <f snijdt. Verbind daarna <f met B, (het vertikale door- 
gangspunt van AB), dan is H> het gevraagde vlak. 

Opmerking. Uit Ai kan men nog een andere raaklgn ^;pi 

aan het grondvlak van den kegel trekken. Het vlak ^, dat 

daardoor ontstaat, voldoet ook aan het gevraagde. 

Fig. 114a. Discussie. Voor de mogelijkheid van de constructie wordt 

vereischt, dat A buiten of op den cirkelomtrek ligt, dus dat : 

ACi>DCi is. 
Noem nu ^ den hoek, dien de gegeven lijn AB met haar 
projectie ACi, dus met tti, maakt, dan moet : 
CCi cotg jS > CCi cotg X zijn 
cotg ^ > cotg X 

Is X kleiner dan fi^ dan is het werkstuk onmogelijk. 

Dit is in overeenstemming met de eigenschap van de Stereo- 
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metrie: „De hoek, dien een vlak met een ander vlak maakt, 
is grooter dan de hoek, dien een lijn in dat vlak met haar 
projectie op het andere vlak maakt '^ (zie § 22 van ons leerboek). 

Eenvoudiger wordt de constructie, als men het vertikale 
doorgangspunt van de lijn als top van den kegel neemt. De 
as van den kegel is dan de loodlijn uit dat punt op de as 
van projectie neergelaten. 



§ 57. 2. Van een Itjn is gegeven: haar horizontale 
projectie d, haar vertikaal doorgangspunt A}, bene- 
vens de hoek cc, waaronder zjj de as kruist. Gevraagd 
wordt haar vertikale projectie. 

Stereometrische oplossing. 
Fig. 115a. Daar ïi de gegeven horizontale projectie is, moet de gevraagde 
lijn l zich bevinden in een vlak <p door li J_ t^. 

De gevraagde lijn l moet verder door Aa gaan en de as 
onder een gegeven hoek a kruisen. Dus moet l de lijn A^D// 
de as onder een hoek et snijden. Derhalve moet l ook liggen 
op een kegeloppervlak, dat A2 tot top heeft, AgD tot as, en 
waarvan de halve tophoek = cc is. 

De beschrgvende lijnen A2B en A2C, die deze kegel met 
vlak V gemeen heeft, zijn de gevraagde. 

Constructie. 
Fig. 1156. Breng in een willekeurig punt van de as van projectie een 
derde projectievlak aan, waarin het grondvlak van den genoem- 
den kegel zal komen te liggen, dan is ^^s de derde dooi^ng 
van het vlak ^, waarin l moet liggen. 

Trek A2D2 // de as en maak /_ D2AiE = den gegeven hoek 
cc^ dan is D2 het middelpunt en DoE de straal van het grond- 
vlak van den bedoelden kegel. Bepaal nu de derde projectie 
D3 van het middelpunt van het grondvlak en teeken den cirkel 
met D2E tot straal. 

De derde doorgang ^^s snijdt het grondvlak van den cirkel 
in de punten B3 en C3, de derde projecties van de uiteinden 
van de gevraagde beschrijvende lijnen. De vertikale projecties 
zijn B2 en C^. AjBj en AjC^ zijn dus de gevraagde vertikale 
projecties van de lijn. 
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§ 58. 3. Door een punt P een Ujn te trekken, die 
een gegeven IQn l II tt^ op een gegeven afstand a 
rechthoekig kruist. 

Stereometrisohe oplossing. 

Fig. 116a. Brengt men door P een vlak c^ 1^ l^ dan kan men dit 
beschouwen als het grondvlak van een cilinder, die l tot as 
heeft en a tot straal van het grondvlak. Deze cilinder snijdt 
het vlak ^ volgens een cirkel. Een raaklijn uit P aan dien 
cirkel is de gevraagde lyn. 

Constructie. 

Fig. llöft. Het vlak «, door P J_ ï gebracht, neemt men als nieuw 
vertikaal projectievlak aan. De nieuwe vertikale projectie van 
P is dan Pg' (PiP/ = DPg) ; die van l is het punt Ag' {EA^ = 
den afstand van U tot de oorspronkelijke as). De cirkel met 
Ai als middelpunt en a als straal is het grondvlak van den 
cilinder. Nu kan men uit P^ twee raaklynen aan dien cirkel 
trekken. De eene m^ snijdt ^2 in een punt, waarvan B/ de 
nieuwe vertikale, Bi de horizontale en B3 de oorspronkelijke 
vertikale projectie is. Door verbinding van Bj met P» verkrijgt 
men de vertikale projectie nh van die lijn, terwijl ^^i haar 
horizontale projectie is. 

De andere raaklijn n^' sngdt cccc^ in haar horizontaal door- 
gangspunt, waaruit men gemakkelijk haar vertikale projectie 
fii afleidt ; haar horizontale projectie is ccx^. 

Opgaven. 

1. Door een gegeven punt in een gegeven vlak een lijn te 
trekken, die in dat vlak ligt en een gegeven hoek maakt 
met TT,. 

2. Door een gegeven lijn een vlak brengen, dat een gegeven 
hoek met t.> maakt. 

3. Van een lijn, die de as snijdt, is gegeven een van de 
projecties en de hoek, dien zij met de as maakt. Con- 
strueer de andere projectie. 

4. Jn de snijlijn van twee vlakken een punt te bepalen, dat 
op een gegeven afstand van de as verwijderd is. 

5. Uit een gegeven punt in de as van projectie een lijn te 
trekken, die een gegeven hoek met die as vormt en een 
gegeven hoek met tt^ maakt. 
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6. Een lijn // de as en een punt daar buiten zijn gegeven. 
Construeer een vlak, dat op een gegeven afstand ligt van 
het punt en door de lijn gaat. 

7. In een gegeven vlak een punt te vinden, dat even ver 
verwgderd is van de beide projectievlakken en tevens op 
een gegeven afstand van de as van projectie is gelegen. 

8. Door een gegeven punt een lijn te trekken // met een 
gegeven vlak en een gegeven hoek met tti makende. 

9. Van een vlak zijn gegeven : de horizontale dooi^ang en 
de hoek, dien het vlak met ttj maakt. Men vraagt dit 
vlak te construeeren. 

Uit een gegeven punt van den horizontalen doorgang 
vraagt men in het vlak een lijn te trekken, die een gege- 
ven hoek met tti maakt. 

10. Door een gegeven punt een lijn te construeeren, die een 
gegeven lijn rechthoekig kruist en met tTi een gegeven 
hoek maakt. 

11. Breng door een gegeven punt een vlak, dat evenwijdig 
is aan een gegeven lijn en een gegeven hoek met tt^ maakt. 

12. Een l^'n te construeeren, die een gegeven lijn // ttï in een 
gegeven punt onder een gegeven hoek snijdt en evenwij- 
dig aan een gegeven vlak et loopt. 
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VII. DE DRIEVLAKSHOEK. 



§ 59. Onder de elementen van een drievlakshoek ver- 
staat men zijn drie zijden a, &, c, alzoo genoemd naar de 
overstaande ribben, en zijn drie hoeken ^, (3, y. Onder het 
oplossen van een drievlakshoek verstaat men het con- 
strueeren van drie elementen, als de andere drie gegeven zijn. 

Men heeft derhalve zes werkstukken, nl. de ontbrekende 
elementen te construeeren, als gegeven zijn : 

1. Drie zijden : a, 6 en c. 

2. Twee zijden en de ingesloten hoek : a, c en (i, 

3. Twee zijden en de hoek over één van die zijden : 6, c en iS. 

4. Drie hoeken : ös, /3 en y, 

5. Eén zijde en twee aanliggende hoeken : 6, ös en y, 

6. Twee hoeken en de zijde over één van die hoeken /3, y en b. 

§ 60. Gegeven, a, 6 en c. 
Gevraagd. ^, /3 en y. 

Stereometrisohe oplossing. 

Fig. 117a. Zij T.ABC de drievlakshoek, waarvan we de grootste zijde 
BTC of a als horizontaal vlak aannemen. 

Men kan onderstellen, dat de drievlakshoek volgens de ribbe 
TA geopend wordt, en dat de zijden BTA of c en CTA of h 
om de ribben TB en TC worden neergewenteld in het hori- 
zontale vlak, waar zij dan in haar ware grootte als BTAn en 
CTA/ komen te liggen. 

Om den standhoek ^ op de ribbe TB te krijgen, moet men 
uit een punt D van de ribbe TA een loodlijn Dl neerlaten 
op TB. De hoek jS gevormd door Dl en haar horizontale 
projectie DJ is de gevraagde standhoek. 

Bij het neer wentelen van de zijde BTA om de ribbe TB 
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heeft punt D een cirkel beschreven liggende in een vlak door 
I J_ TB, en komt dus te liggen in het snijpunt Dn van TA^ 
met de loodlijn in het vlak BTAn in I J_ TB opgericht/ 

Omgekeerd kan men ook zeggen : 

Indien men op TA^ een stuk TDn afpast, dan kan men 
Dn beschouwen als het neergeslagen punt D van de ribbe TA, 
welks horizontale projectie moet liggen in de loodlijn Dnl op 
TB neergelaten of in haar verlengde. 

Past men op TA/ een stuk TD/ = TDn af, dan moet de 
horizontale projectie van punt D zich eveneens bevinden in 
de loodlijn D/K uit D/ op TC neergelaten of in haar ver- 
lengde. Het snijpunt Di van deze twee loodlijnen is derhalve 
de horizontale projectie van het punt D op de ribbe TA. 

Van den rechthoekigen standdriehoek DIDi is nu bekend: 
de rechthoekszijde IDi en de hypotenusa ID (= IDJ, en dus 
is ^ DIDi = /3 te construeeren. 

Evenzoo is de hoek DKDi van den rechthoekigen stand- 
driehoek DKDi, waarvan bekend zijn de rechthoekszijde KDi 
en de hypotenusa KD = KDn^ de standhoek y op de ribbe TC. 

Een stand vlak in D op de ribbe TA snijdt het zijvlak BTA 
volgens DG J_ TA (neergeslagen als D^G J_ TAn) en het 
zijvlak CTA volgens DH JL TA (neei^eslagen als D^'H i. TAnO- 
De lijn GH is dus de basis van den driehoek GHD, wiens 
tophoek de standhoek cc op de ribbe TA is. En daar men 
van dien driehoek de drie zijden kent, kan men door neer- 
slaan den tophoek vinden. 

Constructie. 
Fig. nu. Leg de drie gegeven zijden AnTB = r, BTC = ^ en A/TC = /3 
naast elkaar met de grootste in het midden als horizontaal 
projectievlak. Pas op TAn en TA/ twee gelijke stukken TDn 
en TD/ af. Trek DJ i. TB en D/K i. TC, en verleng deze 
lijnen, tot zij elkaar in Di snijden. Nu is Di de horizontale 
projectie van een punt D van de ribbe TA, dat zich in neer- 
geslagen toestand in Dn en D/ bevindt. 

De rechthoekige driehoek ^^nlDi, waarin Idn = IDn is, geeft 
ons den standhoek (S op de ribbe TB. Eveneens geeft ons de 
rechthoekige driehoek d/KDi, waarin KdJ = KDJ is, den 
standhoek 7 op de ribbe TC. 

Trek verder DnG ± TAn en Dn'H i. TA/, verbind G 
met H, en construeer A GD/'H met GDn^' = GDn en 
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HD/^ = HDn', dan is / GDn'^H de standhoek et, op de 
ribbe TA. 
Controles. 

1. De twee lijnen Didn en T>idJ moeten gelijk zijn ; want 
beide stellen de hoogte van punt D boven vlak BTC voor. 

2. De horizontale projectie TAi van de ribbe TA moet 
loodrecht op den horizontalen doorgang GH van het standvlak 
op de ribbe TA staan. 

3. De neergeslagen top D/' van den standdriehoek GDH 
moet in het verlengde van TDi vallen. (Waarom?). 

Discussie. De cirkelboog, dien punt D^ beschreven heeft 
bij wenteling om TB, en die, welke punt D/ beschreven heeft 
bij wenteling om TC, moeten elkaar ontmoeten; anders kun- 
nen D„ en D/ niet beide het neergeslagen punt D van de 
ribbe TA voorstellen. 

De projectie van den eersten cirkelboog moet* dus kleiner 
dan middellijn DnL zijn ; die van den tweeden cirkelboog klei- 
ner zijn dan middellijn D/M. 

De cirkelbogen zullen elkaar dus ontmoeten, als de koorden 
DnL en D/M elkaar snijden. Dit is het geval, als : 

of .^^ DnN-f. '^^ D/O > .^ NO 
of c -j- i > a is ; 

en daar wij a als de grootste van de drie zijden hebben aan- 
genomen, moet dus de grootste zijde kleiner dan de som van 
de twee andere zijden zijn, hetgeen overeenkomt met een 
eigenschap, die we in de Stereometrie geleerd hebben. 

Opmerkingen. 1. In onze figuur zijn de zijden c en & 
scherp ondersteld ; want we nemen aan, dat het voetpunt I 
van de loodlijn D„I op de ribbe TB valt, en dat het voetpunt 
K van de loodl^n DnK op de ribbe TC valt. 

Is een van de zijden stomp of recht, en zgn de andere 
scherp, dan verandert de voorgaande constructie niet. 

2. Is een van de zijden, b.v. a, recht, de tweede b stomp 
en de derde c scherp, dan kan men nog wel de stompe zijde 
in het midden nemen, doch de constructie is dan niet meer 
zoo eenvoudig. Men neme dan liever den nevendrievlakshoek, 
die ontstaat door de ribbe TC tegenover de scherpe zijde te 
verlengen. Deze heeft dan tot zijden a' = 180° — a = 90°, 
6' = 180° — h dus scherp, en c' -=€ dus ook scherp. Noemt 
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', /3^ en y, dan zijn 
05=180' — ^^ /3 = 180' — /3' en 7 = 7' de hoeken van den 
oorspronkelijken drievlakshoek. 

3. Hetzelfde doet men als twee zijden stomp zijn en één 
zijde scherp is. 

4. Zijn alle zijden stomp^ dan doet het er niet toe, welken 
van de drie nevendrievlakshoeken men kiest. 



§ 61. Oegeven. a, c en /3. 
Gevraagd, b, cc en y. 

Stereometrisohe oplossing. 

Fig. 117a. Men kan zich voorstellen, dat de gegeven zijden BTC en 
A^TB naast elkaar liggen in het horizontale vlak. De zijde 
AnTB moet nu weer zoo teruggewenteld worden, tot zij met BTC 
den gegeveii hoek (3 maakt. 

Het punt Dn beschrijft dan een cirkelboog en de projectie 
van D op vlak BTC beweegt zich dus in de lijn Dnl -L TB. 
Is Dn in D aangekomen, dan is zijn projectie in Di, en van 
den rechthoekigen driehoek DIDi kent men de hypotenusa 
Dl en den hoek DIDi = /3. 

Van den rechthoekigen driehoek DKDi kent men nu de 
rechthoekszgden DiD en DiK, waardoor /_y gevonden kan 
worden. Maar ook is dan de hypotenusa DK bekend, waar- 
door de neergeslagen zijde b bekend wordt. 

Daar nu de drie zijden bekend zijn, kan men op de wijze 
van de voorgaande paragraaf den ontbrekenden standhoek » 
vinden. 

Constructie. 
Fig. 118. Leg de gegeven zijde AnTB = c en BTC = a naast elkaar. 
Neem op TAn een willekeurig punt Dn. Trek Dnl -L TB, ver- 
leng haar en construeer den rechthoekigen driehoek IDidn naet 
Idn = IDn als hypotenusa en den gegeven hoek /3 als scher- 
pen hoek. 

Trek daarna D,K J_ TC. Construeer nu den rechthoekigen 
driehoek D^dnK met Did/ (=Didn) en DiK als rechthoekszijden, 
dan is Z. DiKd/ of y de standhoek op de ribbe TC. 

Verleng DiK met een stuk KD/ = Krf/, dan is / CTA/ 
de ontbrekende zijde b. De constructie van /,ccis weggelaten ; 
men zie daarvoor Fig. 1176. 
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Controle. TD/ moet = TDn zijn, want de punten Dn en 
D/ stellen beide het in het horizontale vlak neergewentelde 
punt D van de ribbe TA voor. 

Opmerkingen. De constructie blijft dezelfde, als de gege- 
ven hoek (3 stomp is. Ofschoon hier soortgelijke opmerkingen 
te maken zijn als in § 60, zullen we deze, om ruimte te sparen, 
weglaten. 



§ 62. Oegeven. 6, c en (3. 
Gevraagd, a, x en y. 

Constructie. 

Fig. 119. Zet naast elkaar de zijden & en c af. Neem het vlak c als 
TTi aan, en een vlak J_ de gemeenschappelijke ribbe TA van 
de zijden & en c als Tj. Noem C het sngpunt van de derde 
ribbe met tt^. De zijde BTC is dan een vlak, waarvan de 
horizontale doorgang TB is. Maar daar de hoek op de ribbe 
TB bekend is, dus de hoek, dien het vlak BTC met tt^ maakt, 
kan de vertikale doorgang BD van dat vlak gevonden worden. 

We moeten nu de plaats van punt C op den doorgang 
trachten te vinden. Daartoe wentelen we de zijde ATCn weer 
terug om TA. Punt C beschrijft dan een cirkelboog in tt^ met 
A als middelpunt en ACn als straal. Deze snijdt BD in de 
gevraagde punten C2 en C2'. 

Beschouwen we alleen het punt C2 met zijn horizontale pro- 
jectie Cl. TCi is nu de horizontale en AC2 de vertikale projectie 
van de ribbe TC. Deze laatste geeft ons den standhoek 
C2AB = cc op de ribbe TA. 

De zijde a kan gevonden worden door den driehoek BTC 
om TB neer te wentelen in tti. Punt C beschrijft dan een 
cirkelboog liggende in een vlak, welks horizontale doorgang 
CiE i. TB staat. 

Ergens in die lijn CiE komt dus punt C te liggen. 

Bedenkt itfen nu, dat bij die wenteling de afstand van T 
tot C onveranderd (=TCn) blijft, dan volgt hieruit, dat punt 
C ook ligt op den omtrek van een cirkel uit T als middelpunt 
met TCn als straal beschreven. We vinden dan C/ als plaats 
van het neei^eslagen punt C, en dus Z. BTC/ als grootte van 
de zijde a. 

Nu zijn weer de drie zijden bekend en kan de ontbrekende 
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standhoek y op de wijze van § 60 gevonden worden. Het 
punt C2' geeft een anderen drievlakshoek, die ook aan het 
gevraagde voldoet. 

Opmerking. Wanneer de cirkelboog met A als middelpunt 
en ACn als straal den doorgang BD raakt, voldoet één drvlh. ; 
wanneer BD buiten dien cirkelomtrek ligt, voldoet geen drvlb. 
Wanneer het snigpunt C/ op het verlengde van DB ligt, dan 
bevat de overeenkomstige drievlakshoek de elementen b, c en 

Discussie. De boldriehoeksmeting leert, dat het werkstuk 
twee oplossingen toelaat, indien : 

(3 < 90^ b + c< 180^ en b<c 
of als (3 > 90', 6 + 180° en b>c is. 



§ 63. Gegeven. ^, (2 en y. 

Gevraagd, a, b en c. 

Noemt men de elementen van zijn pooldrievlakshoek a\ b\ 
d ^ x\ (3\ y\ dan zijn daarvan de zijden bekend : a' = 180° — «, 
b' = 180° — /3, c' = 180° - 7. 

Men kan nu met behulp van § 60 zijn hoeken cc\ /3', y 
construeeren, en vindt dan voor de zijden van den oorspron- 
kelijken drvlh. : a = 180° — cc',b= 180° — (3\c= 180° — /. 



§ 64. Gegeven. &, cc en y. 

Gevraagd. /3, a en c. 

Ofschoon dit werkstuk door middel van den pooldrievlaks- 
hoek teruggebracht kan worden tot dat van § 61, zullen we 
toch ook een direkte oplossing geven. 

Stereometrisohe oplossing. 
Fig. 120a. Zij de gegeven zijde ATC = b gelegen in het horizontale 
vlak en D een punt in de derde ribbe, dat zich op ATC in 
Dl projecteert. Laat men uit Di loodlijnen DiE en DiF neer 
op TA en TC, dan is /DiED = ^ en /DiFD = y. 

De rechthoekige driehoeken DDiE en DDiF hebben een 
rechthoekszijde DDi gemeen. Daar we echter in de constructie- 
figuur niet dadelijk de plaats van de projectie Di kunnen 
aangeven, verschuiven we de standdriehoeken evenwijdig aan 
zichzelf zoodanig, dat E zich langs de ribbe TA en F zich 
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langs TC beweegt . We krijgen dan twee standdriehoeken HIG 
en LMK met de hoeken cc en 7 en twee gelijke rechthoeks- 
zijden IG = MK. 

Als we nu beginnen met deze te construeeren, dan kunnen 
we door evenwijdige verschuiving de ligging van Di en de 
juiste plaats van de standdriehoeken bepalen. 

Constructie. 
Fig. 120b, Teeken in het horizontale vlak /ATC = 6. 

Richt in een willekeurig punt H van ribbe TA een loodlijn 
Hl op van willekeurige lengte, en voltooi den rechthoekigen 
driehoek HIG met /_IlIG = cc, Richt daarna in een wille- 
keurig punt L van ribbe TC een loodlijn op en construeer 
den rechthoekigen driehoek MLK zoodanig, dat /_ MLK = y 
en MK = IG wordt. 

Trek verder door I en M Ignen // de ribben TA en TC. 
Het sngpunt Di geeft de horizontale projectie van een punt D 
van de ribbe TB aan. 

De juiste plaats van de standdriehoeken is nu bekend 
(A EDidn en /\ FD^d'^). Verlengt men nu DiE en DjF zoo- 
danig, dat ED„ = Eöfn en FD'n = Fd'n wordt, dan vindt men 
door T en Dn te verbinden de zijde ATBn = c, en door 
T en D/ te verbinden de zijde CTB^n = a. 

Daar nu de drie zijden bekend zijn, kan men den hoek /3 
met behulp van § 60 vinden. 

Controle. TD^ moet = TD'^ zijn. 

Opmerking. Als de gegeven hoeken ^ en ^ beide of één 
van beide stomp zijn, verandert de constructie daardoor niet. 



§ 65. Qegeven. (3, 7 en h. 

Qevraagd. 05, a en c. 

Ofschoon dit werkstuk door middel van den pooldrievlaks- 
hoek kan teruggebracht worden tot dat van § 62, geven wij 
toch ook een direkte oplossing: 
Fig. 121. Dö onbekende zijde a, die de gegeven hoeken ^ en y tot 
aanliggende hoeken heeft, nemen we als horizontaal projectie- 
vlak aan; met de bekende zijde h heeft zij dan de ribbe TC 
gemeen. Loodrecht op TC nemen we het vertikale projectie vlak 
aan. De punten, waar de ribben TA, TB en TC het vertikale 
vlak snijden, noemen we A, B en C. We kunnen dan de zijde 
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A/rC = 6 om de ribbe TC in t^ neer wentelen, en /_ BCD = 
den gegeven hoek y teekenen, dan moet zich ergens in de lijn 
CD het punt A bevinden. Bg het terugwentelen van AnTC om 
TC beschrijft An een cirkelboog in tt^ met C als middelpunt 
en CA^ als straal. Daardoor verkrijgt men A2 als vertikale 
projectie van het uiteinde A van de ribbe TA. 

Door de ribbe TA moet men nu een vlak brengen, dat met 
^1 een hoek maakt = i3. Al deze vlakken raken aan een 
kegel, die A2A1 in tt^ gelegen tot as heeft en een halven 
tophoek = 90® — /3 bevat. Het grondvlak van den kegel ligt 
in TTi, heeft Ai tot middelpunt en AiE tot straal. De raaklijn 
TB ui£ T aan dien cirkel geeft ons de zgde CTB = a. 

Wentelen we nu de ribbe TA om TB in tt^ neer, door 
AiFj_TB te trekken en die te verlengen tot zij den cirkel- 
omtrek met T als middelpunt en TAh als straal in A'n snijdt, 
dan vinden we daardoor /_ BTA'n = de derde zijde c. Daar 
nu de drie zijden bekend zijn, kan men den ontbrekenden hoek 
met behulp van § 60 construeeren. 

Opmerking. In onze figuur kan men uit T nog een tweede 
raaklijn aan cirkel Ai trekken. Deze raakt den cirkel in een 
punt achter tto, (omdat C buiten den cirkel ligt), en geeft een 
drievlakshoek, die de elementen b, 180^ — /3 en y bevat. 

Vallen beide raakpunten voor t^ (hetgeen het geval is, als 
C binnen den cirkel ligt), dan ontstaan twee drievlakshoeken 
met de gegevens 6, /3 en y. 

Ligt T op den cirkelomtrek, dan voldoet slechts één drie- 
vlakshoek ; ligt T er binnen, dan géén drievlakshoek. 

Discussie. De boldriehoeksmeting leert ons, dat het werk- 
stuk twee oplossingen toelaat, indien: 

6<:90^ /3 + r<:180' en /3<y; 
of als b > 90^ l3 + y> 180" en (S>7 is. 

Opgaven. 

Construeer de ontbrekende elementen van een drievlakshoek 
T.ABCj als gegeven xijn: 

1. a = 45^ b= 60^ c= S0\ 

2. a = 60\ b= 90^ c= 45^ 

3. a = 45^ ft = 105^ c= 7b\ 

4. a = 60^ b= 90^ c=135^ 
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5. a= 90", è = 135", c = 105». 

6. a = 105", b — 135", c == 105". 

7. a= 60", Z>= 75", y= 45". 

8. a= 90", J= 60", y= 75". 

9. «== 45", |S= 60", c= 75". 

10. x= 90", /3= 45", c = 105". 

11. «=135", i8=120", y=150". 

12. «=135", /3= 75", y=105". 

13. « = 120", /3= 90",;^= 45". 

14. a= 45", è= 75", «= 60". 

15. a= 60", i= 75", «= 45". 

16. a = 120", è = 105", « = 135". 

17. a = 105", i = 120", « = 135". 

Van een drievlakshoek xyn de drie xyden gigeven. Construeer : 

18. De projecties van de m. p. van de punten, die even ver 
van de drie zijden verw^derd zijn. 

19. De projecties van de m. p. van de punten, die even ver 
van de drie ribben verwijderd zijn. 

20. De projecties van het punt, dal op een gegeven afstand 
van de drie zijden verw^derd is. 

21. De hoeken, die de ribben met de overstaande zijden maken. 

22. Een ribbe TA van een drievlakshoek staat .Lt^. De 
ribben TB en TC maken hoeken van 45" en 60" met TA, 
terwijl Z. BTC = 105" is. Construeer de projectie van 
/BTC op T,. 



Derksen en de Laive, Besclirijvende Meetkunde. 
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VUL HET PEOJECTEEREN VAN LICHAMEN. HUN 

DOORSNEDE MET EEN PLAT VLAK EN MET 

EEN EECHTE LIJN. 



66. Projecteert men de ribben van een lichaam op ttj (^r^), 
dan ontstaan de horizontale (vertikale) projecties van de rib- 
ben, die samen de horizontale (vertikale) projectie van het 
lichaam vormen. Deze projecties bevatten zichtbare en 
onzichtbare lijnen, welke getrokken en gestreepte 
worden. 

In horizontale projectie heet een lijn onzichtbaar, als zij 
bedekt wordt door een zijvlak, indien men zich loodrecht 
boven die ribbe bevindt en het geheele lichaam kan zien. In 
vertikale projectie heet een ribbe onzichtbaar, als zij bedekt 
wordt door een zijvlak, indien men zich loodrecht voor die 
ribbe bevindt en het geheele lichaam kan zien. 



§ 67. Zijn de projecties van een lichaam gegeven, dan kan 
men daaruit met behulp van het vroeger geleerde de lengten 
van de ribben, de vlakke hoeken, de standhoeken op de ribben, 
de vlakken, waarin de zijvlakken liggen, enz. construeeren. 
Wanneer niets naders vermeld wordt, nemen we steeds het 
grondvlak van het lichaam in tTx aan. 

De projecties van een viervlak zqn gegeven. Ge- 
vraagd worden : 

a. de zijvlakken, 

b. de standhoeken op de ribben. 

Stereometrische oplossing. 
Fig. 122a. Zij T.ABC het viervlak en TTi zijn hoogte. Trek nu TjD ± 
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AC en verbind T met D, dan is TD hoogtelijn van /\ ACT 
en ^TDT' of /3 de standhoek op de ribbe AC. Op soortge- 
lijke wijze worden de standhoeken op de andere ribben van 
het grondvlak geconstrueerd. 

Wentelt men nu het zijvlak ACT om zijn basis AC neer 
in ^1, dan beschrijft de top T een cirkelboog liggende in een 
vlak in D J. AC en komt dus in het verlengde van T|D te lig- 
gen, en daar men den straal DT van dien cirkel uit /\ TiDT 
kent, is de ligging van het neergeslagen punt T volkomen 
bepaald, en daarmede ook het zijvlak ACT. 

Om /\ ABT te construeeren, denken we ons dien driehoek 
, om AB neergewenteld in tti. De top T komt dan te liggen 
in het verlengde van de loodlijn uit Ti op AB neergelaten, 
terwijl bovendien AT in lengte bekend is. Daardoor is de 
iiggi^g v^^ puQ^ ^ ^^ ^^ wenteling volkomen bepaald, en 
daarmede ook het zijvlak ABT. 

Op soortgelijke wijze wordt ook vlak BCT geconstrueerd. 
De standhoek op een van de opstaande ribben, b.v. BT kan 
men bepalen met behulp van § 60. Men kent immers van den 
drievlakshoek B de drie zyden. Men richt dus in een wille- 
keurig punt I van de ribbe BT de loodlijnen IE jL BT iu 
vlak BCT en IF±BT in vlak ABT op. De lijnen IE,IFen 
EF zijn nu de zijden van een standdriehoek, terwijl Z. EIF 
of <p de gevraagde standhoek op de ribbe BT is. 

Constructie. 
Fig. 122h. Trek TiD ± AiCi, TiT/ ± TiD en = GTj, verbind daarna 
D met Ti\ dan is /T^^DT, of /3 de standhoek op de ribbe 
AC. Verleng daarna TjD met een stuk DT„ = DT2' en ver- 
bind Tn met Al en Ci, dan is ^AiCiTn het neergeslagen 
zijvlak ACT. 

Beschrijf een cirkelboog met Ai als middelpunt en AiTn 
als straal, die het verlengde van de loodlijn uit Ti op AiBi in 
TJ^ snijdt, en verbind TJ' met Ai en Bi, dan is A AiBiT/' 
het neergeslagen zijvlak ABT. 

De cirkel uit Bi als middelpunt met BiTn'^ als straal snijdt 
het verlengde van de loodlijn uit Ti op BiCi in T/, waardoor 
het neergeslagen zijvlak CBT bekend wordt. 

Neem een willekeurig punt !„ op de neei^eslagen ribbe 
BiTn', en richt in In een loodlijn op BiT/ op, tot zij BiCi 
in E snijdt. Neem BJ/ op de neergeslagen ribbe BiT^'^ gelijk 
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aan Biln, en richt in 1/ een loodlijn op BiT/' op, tot^ij B|A| 
in F snijdt. 

Construeer een cirkelboog met E als middelpunt en EI^ 
als straal, en een uit F als middelpunt met FI/ als straal. 
Deze snijden elkaar in V. De hoek EI/'F is de gevraagde 
standhoek <P op de ribbe BT. 

Controles. 1. De lijn, die Ci met Tn' verbindt moet gelijk 
aan CiT^ zijn. 

2. B,T, moet ± EF staan. 

3. V moet op de lijn BjTi komen te liggen. 



§ 68. Is omgekeerd van een lichaam het noodige aantal 
elementen gegeven, dan kan men daaruit de projecties van 
het lichaam afleiden. 

Van een viervlak zi^n gegeven : het grondvlak, 
alsmede de standhoeken op twee ribben van het 
grondvlak en de hoogte. Gj-evraagd worden de pro- 
jecties van het viervlak. 
Fig. 123. Zij AiB,Ci de horizontale projectie van het grondvlak, dat 
we volgens afspraak in tTi aannemen, en zgn x en y de stand- 
hoeken op de ribben BC en AB, dan is van den drie vlakshoek B 
bekend: een zijde en twee aanliggende hoeken. 

We kunnen dus met behulp van § 64 de horizontale pro- 
jectie van den top bepalen. 

Daartoe trekken we DE J. BiAi en GH J_ BiCi en con- 
strueeren de rechthoekige driehoeken EDH en HGI met de 
gegeven hoeken r en ^, terwijl de rechthoekszijden EF en Hl = 
de gegeven hoogte van het viervlak zijn. 

ïrekt men nu door E een lijn // AiBi en door H een 
lijn // CiBi, dan vindt men ïi als horizontale projectie van 
den top van het viervlak. De projecties kunnen nu verder 
voltooid worden. 



§ 69. Van een vierzqdige piramide ligt het grond- 
vlak ABCD (een ruit) in een vlak »; van de diago- 
naal AC is de horizontale projectie gegeven, en 
van de diagonaal BD de lengte. Het toppunt ligt 
loodrecht boven het snijpunt van de diagonalen. 



Digitized by VjOOQ IC 



85 

Als de hoogte gegeven is, vraagt men de projecties 
van de vierzfjdige piramide. 

Fig. 124. Men neemt een nieuw vertikaal projectievlak aan J. xa^i ; de 
horizontale doorgang X'Y' van dat vlak is dan nieuwe as. Op 
den nieuwen vertikalen doorgang »i worden dan de punten 
A en C geprojecteerd in A/ en Cj'. Slaat men nu oc om zijn 
horizontalen doorgang neer in tt^, dan vindt men A,, en Cn als 
de neei^eslagen uiteinden van de diagonaal AC. Daar de 
andere diagonaal in lengte bekend is, kan men B„ en Dn con- 
strueeren, waaruit men Bi en Di . vindt door terugwenteling. 
Daardoor is de horizontale projectie van het grondvlak vol- 
tooid, terwijl de vertikale projectie gevonden wordt, door de 
afstanden van As, B^, C2 en D2 tot de oorspronkelijke as XY 
gelijk te maken aan die van A/, B/, C/ en D/ tot de nieuwe 
as X'Y^ 

Daar de hoogte «L vlak x staat en dus evenwijdig aan het 
nieuwe vertikale projectievlak loopt, zal haar nieuwe vertikale 
projectie verkregen worden door E/Tg'jLö^/ te trekken en 
gelijk aan de gegeven hoogte van de piramide te maken. Uit 
Tjj' leidt men nu Ti af door uit T2' een loodlijn op de nieuwe 
as te trekken en door Ei een lijn // die nieuwe as. 

Ti wordt nu gevonden door den afstand van T^ tot de 
oorspronkel^'ke as gelijk te maken aan dien van Ti' tot de 
nieuwe as. 

Controle. E2T3 moet loodrecht op otx^ staan. 

Opgaven. 

1. Van een driezijdige piramide T.ABC is het grondvlak ABC 
een in tt^ gegeven driehoek. Verder zijn bekend : de 
horizontale projectie van den top en de hoek van het 
opstaande zijvlak TAB met ^r^. Bepaal de projecties van 
die piramide. 

2. Van een scheef parallelopipedum is het grondvlak in ^r^ 
gegeven. Verder zijn de standhoeken op twee aangrenzende 
ribben van het grondvlak gegeven, benevens de hoogte 
van het parallelopipedum. Bepaal zijn projecties, en de 
ware gedaante van de zijvlakken. 

3. Van een viervlak T.ABC is het grondvlak ABC in tt^ 
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gegeven, benevens de hoeken ABT, CBT en de hoogte. 
Construeer de projecties van het viervlak. 

4. Een regelmatig acbtvlak staat met een van zijn lichaams- 
diagonalen loodrecht op tt^. Bepaal de projecties van dit 
achtvlak, als één van de ribben, die niet in een der uit- 
einden van de lichaamsdiagonaal eindigt, een hoek van 
30^ met ^2 maakt. 

5. Construeer de projecties van een kubus, als zijn grondvlak 
in een vlak cc II de as ligt, en de horizontale projectie 
van één der ribben van het grondvlak gegeven is. 

6. Construeer ook de projecties van een kubus, als zijn 
grondvlak in een vlak ^ ligt, dat de as snijdt, en de 
horizontale projectie van één der ribben van het grond- 
vlak gegeven is. 

7. ïeeken de projecties van een scheef driezijdig prisma, 
waarvan het grondvlak in ^i ligt. Construeer de stand- 
hoeken op de ribben van het grondvlak en de ware 
gedaanten van de zijvlakken. 

8. Teeken de projecties van een vierzijdige piramide, waar- 
van het grondvlak een rechthoek in t^ is. De top ligt 
loodrecht boven het snijpunt van de diagonalen. Con- 
strueer den hoek, dien twee aangrenzende opstaande zij- 
vlakken met elkaar maken. 



§ 70. De doorsnede te construeeren van een scheef 
vjjfzqdig prisma met een vlak ± ^2, en daarna de wer- 
kelijke gedaante van de doorsnede te bepalen. 

Zij ABCDE abcde het prisma en <P het vlak, dan zal <f de 
opstaande ribben snijden in punten,, waarvan de vertikale pro- 
jecties op den vertikalen doorgang <f<p2 liggen. Uit deze vertikale 
projecties ötj, fJg, 72, \ en f? leidt men de horizontale projecties 
^1» A, ^1, ^i en fi af en door het vlak <f om zijn horizontalen 
doorgang in ^r, neer te wentelen op de wijze beschreven in 
§ 43, vindt men de werkelijke gedaante van de doorsnede 

§ 71. De doorsnede te bepalen van een viervlak 
met een willekeurig plat vlak en de werkelqke 
gedaante van de doorsnede te construeeren. 
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Fig. 126. Zij ABCT het viervlak en ^ het plat vlak. We nemen nu 
een nieuw vertikaal vlak J. V<Pi aan, waarop we het viervlak 
projecteeren. 

Den nieuwen vertikalen doorgang <p2 van ^ hebben we 
bepaald door de nieuwe vertikale projectie Dg te bepalen van 
een punt D van den oorspronkelijken vertikalen doorgang 
(ED2' = DiDj), en dit punt met F te verbinden. 

De nieuwe vertikale projectie van de doorsnede is nu een 
rechte lijn of'{&%y<i* 

De horizontale projectie van de doorsnede is ö5,/3,y,, en de 
oorspronkelijke vertikale projectie is ^i/Si^g. 

De werkelijke gedaante van de doorsnede »n(^n7n wordt 
evenals in § 70 uit de horizontale en nieuwe vertikale pro- 
jectie afgeleid. 



§ 72. Om de snijpunten van een lichaam met een lijn l te 
vinden, bepaalt men eerst de doorsnede van het lichaam met 
een vlak <iP, dat door l gaat en daarna, hoe deze doorsnede 
door l gesneden wordt. 

Voor dat vlak <iP kan men aannemen het horizontaal pro- 
jecteerend vlak van l; doch ook wel andere vlakken, al naar 
de gesteldheid van het lichaam. Zoo kan men bij piramiden 
een vlak nemen, dat door den top gaat, bij prisma^s een vlak 
evenwijdig aan de opstaande ribben. Wij zullen dit met een 
voorbeeld ophelderen. 

De doorsnede van een vierzfjdige piramide T. ABCD 
met een Ifjn l te bepalen : 
Fig. 127. a. Door middel van het horizontaal projecteerend 
vlak van l. 

De horizontale projectie li snijdt de horizontale projecties AiDi 
en BiCi van twee ribben van het grondvlak en de horizontale 
projecties AiTi en BiT, van twee opstaande ribben. Het hori- 
zontaal projecteerend vlak van l snijdt dus de ribben AD en 
BC van het grondvlak en de opstaande ribben AT en BT. 

De horizontale projectie van dezen vierhoek van doorsnede 
is II. De vertikale projectie is EjFjGjHg. Deze wordt door k 
gesneden in Xj en Y2, zijnde de vertikale projecties van de 
gevraagde snijpunten. Hun horizontale projecties Xi en Yi lig- 
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gen op Z, en zijn dus gemakkelijk te vinden. We noemen X 
het punt van ingang, Y het punt van uitgang. 

Fig. 128. b. Door middel van een vlak, dat door den top gaat. 

Door Z en T brengt men een vlak, waarvan alleen de hori- 
tale doorgang ccx^ geteekend is. Deze doorgang snijdt het grond- 
vlak in de punten Ei en Fi, en dus snijdt vlak 05 de piramide 
volgens lijnen, die door den top gaan en waarvan E,T, en FiT, 
de horizontale projecties zijn. Deze snijden li in de punten Xi en 
Yi, de horizontale projecties van de gezochte snijpunten. Hun 
vertikale projecties X^ en Yj liggen op k. 

Opgaven. 

1. Drie punten A, B en C zijn in projectie gegeven. Zij zijn 
de hoekpunten van het grondvlak van een driezijdige 
piramide, waarvan de opstaande ribben gelijk zijn. Als 
de hoogte van de piramide gegeven is, vraagt men de 
projecties van de piramide te construeeren. 

2. De projecties van twee evenwijdige lijnen zijn gegeven. 
Men vraagt de projecties te bepalen van een kubus, 
waarvan de hoekpunten van het grondvlak ergens op de 
gegeven lijnen liggen. 

3. Van een vierzijdige piramide ligt de top in tti, de hoogte ió 
gegeven. Men vraagt de projecties en de werkelijke gedaante 
van de doorsnede, volgens welke dit vlak gesneden wordt 
door een vlak, dat de as snijdt. 

4. Bepaal eveneens de punten, waarin deze piramide gesneden 
wordt door een lijn, waarvan de projecties gegeven zijn. 

5. Construeer de projecties van de punten, waarin een gegeven 
scheef vijfzijdig prisma door een lijn gesneden wordt. 

6. Een kubus rust met zijn grondvlak op ^1 en twee ribben 
van het grondvlak loopen // tt^. Men vraagt den kubus te 
snijden door een plat vlak, dat door het midden van een 
lichaamsdiagonaal gaat en er loodrecht op staat. Teeken 
ook de werkelijke gedaante van die doorsnede. 

7. In ^1 ligt een gelijkbeenige driehoek ABT, waarvan de 
basis AB J. tt^ staat. Deze is een opstaand zijvlak van een 
regelmatige zeszijdige piramide, waarvan de hoogte gegeven 
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is. Men vraagt de projecties van die piramide en daarna 
de werkelijke gedaante van de doorsnede te construeeren 
met een vlak, dat door de middens van AT en BT gaat 
enX^Ti staat. 
8. Een regelmatig achtvlak staat met een diagonaal J^tt^. 
Een van de ribben, die niet in een der uiteinden van die 
diagonaal eindigt, maakt een hoek van 30^ met tt^^. Con- 
strueer de projecties van de doorsnede van dit lichaam 
met een vlak J. ttj, dat door het midden van de diagonaal 
gaat en een hoek van 30° met tt^ maakt. 
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IX. HET WENTELEN. 



§ 73. Tot nu toe hebben we een figuur, in een plat vlak 
^ gelegen, laten wentelen om den horizontalen doorgang van 
ö5, tot het vlak in tt^ kwam te liggen. We kunnen echter die 
wenteling ook slechts ten deele doen plaats hebben, of ook 
nog verder voortzetten. 
Fig. 129. Zij ABC een driehoek in een vlak Ö5iö5ö5^j_7r2. Laat men dit vlak 
om zijn horizontalen doorgang ösös, een hoek <p wentelen, dan 
wordt zijn vertikale doorgang ccx/. De nieuwe vertikale pro- 
jecties worden (h, b^i Cf ; en daar de punten A, B en C zich 
hebben bewogen in vlakken // t^, vindt men de horizontale 
projecties ai, 61, c„ door uit Ai, Bi, Ci lijnen // de as te 
trekken. 

Opmerking. We hebben de projecties vóór de wenteling 
met hoofdletters, na de wenteling met kleine letters aangeduid. 



§ 74. Niet steeds is de hoek van wenteling in de opgave 
genoemd, maar zij volgt dan uit den aard van het vraagstuk. 
Ook staat het vertikale vlak niet altijd loodrecht op de as 
van wenteling ; in dat geval neemt men een nieuw vertikaal 
projectievlak loodrecht op de as van wenteling. Een voorbeeld 
zal dit toelichten : 

Ben vierhoek ABCD ligt in ^i. Men laat hem 
wentelen om zfjn diagonaal AC tot het hoekpunt D 
in een vlak x komt te liggen. Men vraagt de pro- 
jecties van den vierhoek in den nieuwen stand. 
Fig. 130. Het punt D beschrijft een cirkelboog, liggende in een vlak 
fi -L AiCi, de as van wenteling. D moet ook in vlak x komen 
te liggen. Derhalve is de nieuwe plaats van D in de snijlijn 
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van die twee vlakken. Men neemt nu /3 als een nieuw verti- 
kaal projcctievlak aan. 

De sn^'lijn, waarin D moet komen te liggen, is nu de nieuwe 
dooi^ang a,^ van ot. Punt y is het middelpunt van den cirkelboog, 
dien D beschrijft en yDi de straal. We kunnen nu den cirkel- 
boog trekken. Deze snijdt ^/ in d%^ zijnde de nieuwe vertikale 
projectie van D na de wenteling ; ^77^ is de hoek van wenteling 
en 77% de vertikale doorgang van het vlak, waarin de vier- 
hoek ABCD na de wenteling komt te liggen. 

Het punt B beschrijft een cirkelboog, die den afstand van 
Bi tot de as van wenteling AjCi tot straal heeft. De projectie 
van dien cirkelboog op het nieuwe vertikale vlak is geteekend. 
Men vindt daardoor 6/ in den vertikalen doorgang 77^ als 
de nieuwe vertikale projectie van B na de wenteling. 

De horizontale projectie d^ van D na de wenteling vindt 
men door uit d% een loodlijn neer te laten op de nieuwe as 
van projectie jS/S, ; de horizontale projectie öj van B na de 
wenteling door uit V een loodlijn neer te laten op jS/Sj en 
door Bi een lijn te trekken // /3^i. 

Daardoor is de horizontale projectie Ai&iCitZi van ABCD 
na de wenteling bekend. 

Om de vertikale projectie van den vierhoek te vinden be- 
denke men, dat punt D zich na de wenteling op een afstand 
didj' boven tt, bevindt. Men krijgt dus de vertikale projectie dj 
van D door uit d, een loodlijn neer te laten op de oorspron- 
kelijke as en deze te verlengen met een stuk gelijk aan dy^d^. 

Het punt B bevindt zich na de wenteling onder tt, op een 
afstand gelijk aan dien van h^ tot de nieuwe as. Hieruit volgt 
de ligging van de vertikale projectie &2. 

Daar A en C in ^i blijven liggen, zijn hun vertikale pro- 
jecties Ag en C2 in de as van projectie gelegen. AACaCfe is 
dus de vertikale projectie van ABCD na de wenteling. 



Fig. 131. § 75. Als een punt wentelt om een lijn in 5r,, b.v. punt 
A om de lijn PQ, dan beschrijft dat punt een cirkelboog 
'// TTj, die zich op ^2 in werkelijke grootte als /^^ K^a^ pro- 
jecteert. 

Evenzoo beschrijft een ander punt, b.v. B, bij wenteliog om 
PQ een cirkelboog // tt,, welke zich op tc^ als /^^ B462 projee- 
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teert. Deze laatste boog heeft evenveel graden als /^^ AoO^ 
en ook C als middelpunt. 

Dientengevolge beschrijven de vertikale projecties van alle 
punten, die wentelen, bogen van evenveel graden, terwijl het 
middelpunt van alle bogen het punt C is, waar de as PQ ^r, snijdt. 

Wentelt nu een lichaam om een as J. tt^, dan beschrijven de 
vertikale projecties van al zijn punten bogen van evenveel graden 
met hetzelfde middelpunt, waaruit volgt, dat de vertikale 
projectie van het lichaam na de wenteling congruent 
is met de vertikale projectie voor de wenteling. 

De horizontale projecties bewegen zich in lijnen // de as 
van projectie, omdat de vlakken, waarin de punten zich bewe- 
gen, // TTg loopen. 



§ 76. Vroeger is reeds opgemerkt, dat men een lichaam 
gewoonlijk projecteert met zijn grondvlak in tt^. Moet het 
grondvlak echter een bijzonderen stand hebben ten opzichte 
van TT,, terwijl een van zijn ribben in tt^ blijft, dan moet men 
het lichaam om die ribbe een zekeren hoek wentelen. Wij zul- 
len eerst die wentelende ribbe J. tt^ aannemen. 

Ben rechthoekig parallelopipedum ABCD— BFGH 
rust met zfjn grondvlak in tt,, terwijl twee opstaande 
zijvlakken ADHE en BCGF ± tt^ staan. Men laat 
het lichaam om de ribbe BC wentelen, tot het grond- 
vlak een hoek <p met Ti maakt. Gevraagd worden 
de projecties van het lichaam in den nieuwen stand. 
Fig. 132. Volgens het voorgaande is de vertikale projectie van het 
grondvlak na de wenteling, de lijn a^b^o^lzj verkregen door 
A2B2C2D2 een hoek <P te. laten wentelen. Construeert men nu 
(hbiCifkeifigih^ ^ AjBiCjDjEgFaGaHe, dan is dit de vertikale 
projectie van het lichaam in den nieuwen stand. De horizontale 
projecties van de punten hebben zich bewogen in lijnen // de 
as van projectie, waardoor de horizontale projectie afiiCidi van 
het grondvlak en Cifigihi van het bovenvlak in den nieuwen 
stand verkregen wordt. 



§ 77. Staat de as van wenteling niet X^r,, maar ligt zij in 
TTj of is zij evenwijdig er mefe, dan neemt men een vlak X de 
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as van wenteling als nieuw vertikaal projectievlak aan, en 
volbrengt de wenteling als in § 76. 

Ben drieztjdige piramide T.ABC rust op Tj. Men 
wentelt haar om een ribbe AB van het grondvlak^ 
tot dit een hoek <p maakt met ^i. Gj-evraagd wordt 
de projectie van het lichaam in den nieuwen stand. 
Fig. 133. Daar AB niet X ^i staat, neemt men een vlak J. AB als 
nieuw vertikaal projectievlak aan (X'Y' is de nieuwe as van 
projectie). De nieuwe vertikale projectie van het lichaam is 
dan A2'B2'C/T3^ Na de wenteling is aih^eiU de nieuwe verti- 
kale projectie van het lichaam. 

Hieruit leidt men de horizontale projectie a<f)^cix van het 
lichaam in den nieuwen stand af, en hieruit de vertikale pro- 
jectie dih^CtU van het lichaam in den nieuwen stand (De afstan- 
den van Cj en U tot XY zijn gelijk aan die van Ci en U 
tot de as X'Y'). 

Opgaven. 

1. Een regelmatige zeshoek ABCDEF ligt in ^i. De diago- 
naal AC maakt met de as van projectie een hoek van 
30°. Het punt C ligt 2^ maal zoo ver van de as van 
projectie als van punt A. Men laat dezen zeshoek wen- 
telen om AC, tot het hoekpunt E in ^2 ligt. Teeken de 
projecties van den zeshoek. 

2. Een gegeven driehoek ligt in tTj en wordt om een van 
zijn zijden gewenteld, tot het overstaande hoekpunt in een 
gegeven vlak ligt. Bepaal de projecties van dit punt. 

3. Van een vierkant ligt één zijde in ^Tj. Men vraagt de 
projecties van dit vierkant te teekenen, als men weet, dat 
een hoekpunt in ttj moet liggen. . 

4. Van een regelmatigen zeshoek is één zijde // ^r, door haar 
projecties gegeven. Men vraagt de projecties van dien 
zeshoek te teekenen, als men weet, dat de overstaande 
zijde in ^1 moet liggen. 

5. De projecties te bepalen van een regelmatig viervlak, 
waarvan een der ribben in ^Tj ligt, en waarvan een aan- 
grenzend zijvlak een hoek van 30° met tt^ maakt. 

6. Gegeven is een lijn a in tt, en een willekeurig punt P in 
den eersten ruimtehoek. Men laat P om a wentelen, tot P in 



Google 



Digitizedby VjOOQ 



94 

het eerste deelvlak komt. Construeer de projecties van 
punt P in dien stand. 

7. In 9r, zijn twee punten A en B gegeven. Men vraagt den 
top C van een gelijkzijdigen driehoek ABC zoo te bepalen, 
dat hij in een gegeven vlak ligt. 

8. Gegeven een lijn a J_ t^ en een willekeurige lijn AB. 
Men vraagt de lijn AB om a te wentelen, tot zij // tt^ 
komt te liggen. (Daar zij zich dan op ^i in haar ware 
grootte projecteert, is dit een nieuwe manier, om de lengte 
van de lijn AB te bepalen.) 

9. Een driehoek ligt in ttj en wordt om een lijn in ^i gewen- 
teld tot een van zgn hoekpunten in een gegeven vlak 
komt te liggen. Construeer de projecties van den driehoek 
in dezen stand. 

10. De projecties te construeeren van een regelmatige zeszij- 
dige piramide, waarvan elke ribbe van het grondvlak 
3 cM lang is, die een hoogte heeft van 5 cM, en die 
met een van haar opstaande zijvlakken op tt^ rust. 

11. Een driezijdige piramide rust met zijn grondvlak op tTi. 
Men wentelt haar om een ribbe van het grondvlak zoo- 
danig, dat het aangrenzende zijvlak op tt, rust. Men knot 
de piramide af door een vlak, dat de as snijdt. Construeer 
de projecties van de afgeknotte piramide in 'den nieu- 
wen stand. 

12. Een regelmatige driezijdige piramide T. ABC rust met zijn 
grondvlak ABC op tt^. De ribbe AB maakt een hoek 
van 60® met tt^. Evenwijdig aan t, wordt op ^ van de 
hoogte een vlak aangebracht, dat de piramide volgens 
een driehoek ahc snijdt. Men laat het bovenste stuk T.dbc 
om ab wentelen tot de top in tt^ komt. Men vraagt de 
projecties van T,abc in den nieuwen stand. 
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Gemengde Opgaven. 



1. Construeer de doorgangen van een vlak <», indien gegeven 
zijn de twee projecties van een punt A van dat vlak, 
benevens het punt A», waarin het punt A komt te liggen, 
als vlak oe, om zijn horizontalen doorgang in tTi wordt 
neergewenteld. 

2. Twee lijnen a en 6, gelegen in tti, snijden elkaar in de 
as. Men laat 6 om a wentelen, tot h de as loodrecht 
snijdt. Construeer de projecties van de lijn h in dien 
nieuwen stand. Breng daarna een vlak door b in dien 
nieuwen stand en door a. 

3. Van twee snijdende lijnen a en 6 staat a 1^ tt^. Men 
wentelt 6 om a tot h evenwijdig loopt aan een gegeven 
vlak X. Men vrat^t de projecties van b in dien nieu- 
wen stand. 

4. Twee punten A en B liggen in een vlak loodrecht op 
de as. Men laat B om de as wentelen tot B op een 
gegeven afstand van A komt te liggen. Men vraagt de 
projecties van B in den nieuwen stand. 

5. Gegeven zijn de horizontale doorgang van een vlak ^, de 
projecties van een punt P in de ruimte en de afstand 
van P tot vlak ». Gevraagd wordt de vertikale door- 
gang van X, 

6. Gegeven zijn de twee doorgangen van een vlak ^, de 
horizontale projectie B, van het voetpunt B der loodlijn 
AB, uit een punt A op vlak oc neergelaten, en de lengte 
l van deze loodlijn. Gevraagd worden de projecties van 
punt A. 

7. Construeer den hoek gevormd door een vlak öj, dat door 
de as en een punt A in den eersten ruimtehoek gaat, en 
een lijn // de as. 
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8. Een punt O in den eersten ruimtehoek is het hoekpunt 
van een rechten hoek AOB, waarvan OB // t, is. Als 
men weet, dat OB een hoek van 45" met tt^ maakt en 
OA een hoek van 30® met ttj, construeer dan de projecties 
van den rechten hoek. 

9. Gegeven zijn een lijn en een daaraan evenwijdig vlak. 
Men vraagt in dat vlak de lijnen te construeeren, die 
evenwijdig zijn aan de gegeven lijn en daarvan op een 
gegeven afstand verwijderd. 

10. Door een gegeven punt een lijn te trekken, die met het 
vertikale vlak een gegeven hoek maakt, en evenwijdig is 
aan een willekeurig gegeven vlak. 

11. Gegeven een lijn _L tti, een even groote lijn J. ^2 en een 
willekeurig punt. Gevraagd wordt door dit punt een vlak 
te brengen, waarop de lijnen even groote en onderling 
evenwijdige projecties hebben. 

12. Gegeven zijn twee ongelijke kruisende lijnen AB en CD. 
Gevraagd wordt door een gegeven punt P een vlak te 
brengen, waarop AB en CD zich als gelijke en evenwijdige 
lijnen projecteeren. 

13. Gegeven zijn twee kruisende lijnen a en 6. Door een 
gegeven lijn l een vlak te brengen, waarop a en 6 zich 
als evenwijdige lijnen projecteeren. 

14. Door een gegeven punt een lijn te trekken evenwijdig 
aan tti zoodanig, dat zij een gegeven vlak onder een 
gegeven hoek snijdt. 

15. Vier punten A, B, C en D zijn gegeven. Men vraagt 
door A een vlak te brengen, waarop B, C en D zich in 
een rechte Ign projecteeren en wel zoodanig, dat de afstand 
der projecties van B en C gelijk is aan dien van C en D. 

16. Een drievlakshoek T.ABC ligt met zijn zijde ATB in 
TT,. In deze zijde ligt een lijn TD. Men vraagt in een van 
de andere zijden een lijn TE te bepalen, die met TD 
een gegeven hoek maakt. 

17. Twee gegeven punten worden aangenomen als hoekpunten 
van een regelmatig viervlak, waarvan een derde hoekpunt 
op een gegeven hoogte boven ^r, ligt. Men vraagt de 
projecties van dit regelmatige viervlak. 

18. Gegeven de dooi^angen van een vlak en de projecties 
van een daar buiten liggenden driehoek. Men vraagt de 
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projecties en de ware gedaante van den driehoek te be- 
palen, volgens welken de gegeven driehoek zich op het 
gegeven vlak projecteert. 

19. Twee vlakken, waarvan de doorgangen in eikaars ver- 
lengde vallen, snijden de as in hetzelfde punt. Men vraagt 
de vlakken te construeeren, die de hoeken tusschen die 
twee vlakken middendoor deelen. 

20. Gegeven zijn een vlak, een lijn in dat vlak en een punt 
in die lijn. Men vraagt door die lijn een vlak te brengen 
loodrecht op het gegeven vlak, en door dat punt een 
derde vlak loodrecht op de beide eerste. 

21. Gegeven twee willekeurige lijnen in t^ en twee willekeu- 
rige punten in de ruimte. Gevraagd de kortst mogelijke 
gebroken Ign te construeeren, gaande van het eene punt 
over de beide Ignen naar het andere punt. 

22. Van een gelijkzijdigen driehoek zijn gegeven de beide 
projecties van twee hoekpunten, en de hoek, dien zijn 
vlak met ttz maakt. Men vraagt de projecties van dien 
driehoek. 

23. Door een gegeven punt een rechte lijn te trekken, die 
met een gegeven vlak ^ een gegeven hoek maakt, en een 
gegeven lijn in cc^ snijdt. 

24. Door een gegeven punt een lijn te trekken, die de as 
onder een hoek van 30^ kruist, en waarvan de afstand 
tot de as gegeven is. 

25. Door een punt op een der ribben van een vierzijdige 
• piramide, waarvan het grondvlak met tt, samenvalt, een 

vlak zoodanig aan te brengen, dat de doorsnede een paral- 
lelogram wordt. 

26. Van een vierkant zijn gegeven de beide projecties van 
twee hoekpunten en de hoek, dien zijn vlak met ^i maakt. 
De projecties van dat vierkant te construeeren. 

27. De projecties te teekenen van een kubus, waarvan een 
diagonaal // tt^ is en met Ti een hoek van 60° maakt. Te 
construeeren de projecties en de werkelijke gedaante van 
de doorsnede, volgens welke de kubus gesneden wordt 
door een vlak gaande door het midden van die diagonaal 
en loodrecht daarop. 

28. In ^i is een lijn AB gegeven (lengte AB 5 cM, hoek 

Derksen eu de Laive, Beschrijvende Meetkunde. 7 
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van AB met de as = 45^ afstand van het dichtst bij de 
as gelegen punt A tot de as 3 cM). Deze lijn is de ribbe 
van een regelmatig viervlak, terwijl een van de door AB 
gaande zijvlakken een hoek van 30° met tt^ maakt. Te 
construeeren de beide projecties van dit viervlak en de 
projecties en werkelijke gedaante van de doorsnede van 
het viervlak met het eerste deelvlak. 

29. Een vierzijdige piramide T.ABCD rust met haar grondvlat 
ABCD op TT,. Men neemt punten ^, p en 7 aan op de 
ribben AT, BT en CT. Gevraagd wordt de horizontale 
doorgang van het vlak % dat door ^, /3 en 7 gaat. Bepaal 
ook het punt S, waarin de ribbe DT door vlak <P gesne- 
den wordt, zonder den vertikalen doorgang van <P te 
teekenen. Construeer tevens de werkelijke gedaante van 
de doorsnede. 

30. Breng eveneens een vlak door ^ en /3 uit opgave 29 en 
een punt P in t^. Construeer de punten 7 en S, waarin 
de ribben CT en DT door dit vlak gesneden worden. 

31. Een vlak » is gegeven door zijn doorgangen. Construeer 
de as en den tophoek van den kegel, die aan ^i, t^ en 
^ raakt. 

32. Construeer ook de as en den tophoek van den kegel, 
waarvan de as van projectie en de doorgangen van x 
beschrijvende lijnen zijn. 



Eindexamen H. B. S. 

1. Op een vlak a // de as van projectie is een kubus geplaatst. 
Een der hoekpunten van den kubus ligt in den horizon- 
talen doorgang van ^ ; een der ribben maakt een hoek 
van 30° met dien doorgang. Gevraagd wordt de vertikale 
projectie van dien kubus. (1867). 

2. Van een regelmatig achtvlak ligt een van de. hoekpunten 
in ^1. De diagonaal, die in dat hoekpunt uitkomt, staat 
_L '^u Men vraagt de projecties te bepalen van de door- 
snede van dat lichaam met een vlak, dat // de as van 
projectie loopt. (1867). 

3. Te construeeren den hoek, dien een naar willekeur gegeven 
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vlak maakt met een vlak, dat J. de as staat, en de doorgan- 
gen van het vlak, dat dezen hoek middendoor deelt. (1869). 

4. Door een gegeven punt een vlak te brengen loodrecht 
op een gegeven vlak en // met een gegeven lijn, die de 
as loodrecht kruist. (1872). 

5. Twee elkaar kruisende lijnen en een vlak zijn gegeven. 
Men vraagt een lijn te trekken, die J. het gegeven vlak 
staat en beide kruisende lijnen snijdt. (1875). 

6. Een gegeven ongelijkzijdige driehoek, waarvan de basis 
niet // de as van projectie loopt, ligt in t^. Hij wordt 
gewenteld om zijn basis, totdat de loodlijn, die uit den 
top op die basis is neergelaten, // een gegeven vlak loopt, 
dat beide projectievlakken snijdt en // de as loopt. Men 

. vraagt de projecties van dén driehoek in dien stand. (1876). 

7. In een gegeven vlak een punt te bepalen, waarvoor de 
som der afstanden tot twee gegeven punten, buiten dat 
vlak en aan denzelfden kant er van gelegen, zoo klein 
mogelijk is. (1877). 

8. Door het snijpunt van twee gegeven lijnen een lijn te 
trekken, die met beide lijnen gelijke hoeken maakt en 
een andere gegeven lijn snijdt. (1878). 

9. Gegeven zijn de drie hoekpunten van het grondvlak van 
een driezijdige piramide, waarvan de opstaande ribben 
gelijk zijn, benevens de hoogte van de piramide. Gevraagd 
worden de projecties van den top. (1878). 

10. De projecties te vinden van een lijn, die evenwijdig loopt 
aan het derde projectievlak, met tt^ een gegeven hoek 
maakt en op twee gegeven lijnen van willekeurigen stand 
rust. (1879). 

11. Door de doorsnede van twee gegeven vlakken een vlak 
te brengen, dat met het eene vlak een driemaal zoo 
grooten hoek maakt als met het andere, indien een van 
de gegeven vlakken evenwijdig ^is aan de as van pro- 
jectie. * (1879). 

12. In TT^ ligt een lijn, die een hoek van 45^ met de as maakt ; 
in Tl ligt een lijn, die een hoek van 30^ met de as maakt. 
Men vraagt een lijn te construeeren, die deze beide lijnen 
snijdt en tevens evenwijdig is aan twee gegeven vlakken. 

(1881). 
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13. Van twee gelijkbeenige driehoeken zijn gegeven de pro- 
jecties van de uiteinden der basis. Men weet tevens, dat 
deze driehoeken een gemeenschappelijken top hebben^ 
die in tto ligt. Men vraagt dezen top te bepalen. (1882). 

14. Men vraagt in een gegeven vlak een lijn te construeeren» 
die op een gegeven afstand ligt van, en evenwijdig is 
aan een gegeven lijn, evenwijdig met dat vlak loopende. 

(1882). 

15. Van twee elkaar snijdende lijnen ligt de eene in tTi, de 
andere in ttz. Op een derde lijn een punt te bepalen, dat 
op gelijke afstanden ligt van die twee lijnen. (1890). 

16. Uit een punt van t^ is een lijn getrokken, die de as 
loodrecht kruist en met Tg een hoek van 45® maakt. Men 
vraagt uit dit punt een lijn te trekken, die een hoek van 
30® vormt met de gegeven lijn en evenwijdig is aan een 
gegeven vlak. (1891). 

17. Door een gegeven punt een lijn te trekken, die een gege- 
ven lijn rechthoekig kruist en evenwijdig is aan een 
gegeven vlak. (1891). 

18. Gegeven een vlak evenwijdig aan de as van projectie^ 
een vlak loodrecht op die as en een lijn, welke die as 
loodrecht kruist. Men vraagt in die lijn de punten te 
bepalen, die op denzelfden afstand van de beide vkkken 
verwijderd zijn. (1892)* 

19. Van een lijn ligt elk punt even ver van twee gegeven 
vlakken. Bepaal de" projecties van deze lijn, als de derde 
projectie gegeven is. (1894). 

20. Van een vierkant is een zijde in T2 gegeven. Men vraagt 
de projecties van dit vierkant te construeeren, indien een 
van de hoekpunten in tt, moet liggen. (1895). 

21. In een gegeven vlak een punt P te bepalen, waarvan 
de afstand tot den horizontalen doorgang tweemaal zoo 
groot is als de afstand tot den vertikalen dooi^ang, en 
dat op een gegeven afstand a ligt van de as van projectie. 

(1900). 

22. Door een gegeven lijn, die de as van projectie loodrecht 
kruist, vraagt men een vlak te brengen j dat een hoek van 
gegeven grootte vormt met de as van projectie. (1901). 

23. Van een rechthoek PQRS, welke in een gegeven vlak 0^ 
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ligt, is gegeven de horizontale projectie van PQ en de 
de lengte van QR. Construeer de projecties van dezen 
rechthoek, en breng door een gegeven willekeurige lijn 
een vlak, waarop PQRS zich weer als rechthoek pro- 
jecteert. (1901). 

24. Uit een punt van een lijn, die de as van projectie scheef- 
hoekig kruist, een lijn te trekken naar een punt van de 
as, zoodat de lengte van de lijn, tusschen die twee pun- 
ten, tweemaal zoo lang is als de afstand van de gegeven 
lijn tot de as van projectie. (1902). 

25. In een gegeven vlak » een punt te bepalen zoodanig, 
dat de afstand van dat punt tot een gegeven punt buiten 
dat vlak een gegeven lengte heeft, en de verbindingslyn 
van de beide punten evenwijdig is aan een gegeven 
vlak /3. (1903). 

26. Bepaal den standhoek van twee vlakken » en /S. Van 
vlak ö5 maakt de vertikale doorgang een hoek van 60°, 
de horizontale doorgang een hoek van 45° (beide hoeken 
naar rechts gekeerd) met de as. Het vlak /3 deelt den eer- 
sten ruimteboek middendoor. (1903). 

27. De projecties te bepalen van een vierkant, waarvan twee 
zijden samenvallen met twee gegeven evenwijdige lijnen, 
terwijl het middelpunt even ver van beide projectievlakken 
verwijderd is. (1904). 

28. Van een gelijkz^digen driehoek zijn twee hoekpunten in 
TTi gegeven, terwijl het derde hoekpunt in ttj moet liggen. 
Gevraagd wordt de projecties te bepalen van een punt, 
dat op gelijke afstanden van de hoekpunten verwijderd 
is, terwijl bovendien de loodlijn, uit dat punt op de as 
van projectie neergelaten, een gegeven lengte moet hebben. 

(1904). 

29. Gegeven een vlak en een punt buiten dat vlak. Gevraagd 
wordt door dat punt een lijn te trekken, die de beide 
doorgangen van dat vlak onder gelijkiB hoeken kruist. (1905). 

30. De vertikale doorgang van een vlak maakt een hoek van 
45° met de as van projectie ; de horizontale doorgang 
maakt een hoek van 30° met de as. 

Uit een punt buiten het vlak wordt een lijn getrokken 
evenw^dig aan het gegeven vlak, die den horizontalen 
doorgang van het vlak onder een hoek van 60° kruist. 
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Door die lijn een vlak te brengen, dat met het gegeven 
vlak een hoek van 120^ maakt. . (1906). 

31. Gegeven zijn twee elkaar snijdende lijnen l en m; l is 
evenwijdig aan tTj, w is willekeurig. Men vraagt de pro-, 
jecties van een gelijkzijdigen driehoek te construeeren, 
waarvan de basis op l en de top op m ligt. De zijde van 
den driehoek heeft een gegeven lengte. (1907). 

32. Gegeven zijn een lijn l en een vlak ^. Gevraagd wordt 
een lijn te construeeren, die in een gegeven punt P van 
de lijn l loodrecht op l staat en vlak (x> snijdt in een 
punt Q zoodanig, dat de lijn, die P met Q verbindt, een 
gegeven lengte heeft. (1907). 



Toelatingsexamen &. M. A. 

1. Gegeven een vlak x en een punt A in dit vlak. Trek 
door A een lijn BC, die van beide dooi^angen gelijke 
stukken afsnijdt en breng daarna door BC een vlak, dat 
met X een gegeven hoek maakt. (1895). 

2. Gegeven twee vlakken en een lijn in één van deze vlakken. 
Men vraagt in het andere vlak een lijn te bepalen, waar- 
van de projectie op het eerste vlak langs de gegeven 
lijn valt. (1896). 

3. Van een regelmatigen zeshoek is een zijde door haar 
projecties gegeven. Bepaal de projecties van dien zeshoek^ 
als het vlak van de figuur evenwijdig moet zijn aan de 
as van projectie. (1896). 

4. Van een driezijdige piramide zijn gegeven het grondvlak 
in TTi, een opstaand zijvlak en de hoek, dien dit zijvlak 
met Tl maakt. Bepaal de projectie van deze piramide op 
een gegeven vlak. (1896). 

5. Door een gegeven punt een lijn te trekken, die een gege- 
ven Ign op een gegeven afstand rechthoekig kruist. (1898). 

6. Een drievlakshoek A.BCD is door zijn drie zijden gegeven. 
De zijde BAC is in het vlak van teekening gelegen, ter- 
wijl de zijden DAB en DAC in dat vlak zijn heergeslagen, 
respectievelijk om de ribben AB en AC. Bepaal op het 
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vlak van teekeniog de projecties van de ribbe AD en 

van twee punten P en Q, ieder in een van de zijden DAB 

. en DAC gelegen, benevens de afstanden van die punten 

. P en Q tot de zijde BAC. (1898). 

7. Een afgeknotte piramide staat met haar grondvlak ABC 
op ^1. Door het hoekpunt A is in tt, een lijn AP getrokken. 
Gevraagd: de beide projecties te bepalen van de a%e- 
knotte piramide, nadat deze om de lijn AP gewenteld is, 
totdat de in A uitkomende opstaande ribbe ligt in een 
vlak, dat door AC gaat en een hoek van 45^ maakt met 
T, (Dit vlak aan te nemen met de opening van den hoek 
naar rechts gekeerd.). (1898). 

8. Van een driehoek zijn gegeven de projecties Ti — Tg van 
den top ; de projecties Si — Sj van het voetpunt der 
loodlyn uit T op de basis AB neergelaten; de hoek öj, 
dien de basis maakt met tts ; en de lengte van de opstaande 
zijden TA en TB. Gevraagd : de projecties van den drie- 
hoek. (1899). 

9. De lijnen TA, TB, TC zijn door haar projecties gegeven. 
Gevraagd : in de figuur de grootte van de zijde BTC van 
den drievlakshoek T.ABC te construeeren en den stand- 
hoek op de ribbe TA (Het snijpunt van TC met ;r, valt 
buiten de grenzen van de teekening.). (1899). 

10. Gegeven: twee elkaar snijdende rechte lijnen AB en BC, 
van welke laatste lijn de snijpunten met de projectie- 
vlakken buiten de grenzen van de teekening vallen, en 
een punt P buiten het vlak van die rechte lijnen. 
Gevraagd : door het punt P een lijn te trekken, die een 
gegeven hoek x maakt met het vlak van de lijnen AB 
en BC, en die BC snijdt. (1900). 

11. Van een vierzijdige piramide T.ABCD zijn gegeven: de 
projecties van de hoekpunten A, B en C, benevens de 
horizontale projecties van het hoekpunt D van het grond- 
vlak en van het voetpunt H van de loodlijn uit T op 
het grondvlak ABCD neei^elaten. Als bovendien de hoek 
^, dien de ribbe TD met het grondvlak maakt, gegeven 
is, vraagt men de projecties van het lichaam te bepalen. 

(1900). 

12. Van een drievlakshoek T.ABC, waarvan de zijde ATB 
in T^i ligt, zijn gegeven de projecties van de ribbe TC, 
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de hoek x op de ribbe TA en de grootte c van de zijde 
ATB. Gevraagd de ontbrekende elementen van den drie- 
vlakshoek te construeeren. (1900). 

13. Van een gelijkbeenigen driehoek ABC is A,Bi — AjBa 
de basis, de hoogte = A, de top C ligt in een vlak ix». 
Construeer de projecties van dezen driehoek. (1901). 

14. Van een driezijdige piramide, die op ir^ staat, ligt één 
der zg vlakken TAB in 7r<j. Wanneer de hoeken ö5 en /S 
gegeven zijn, die de beide andere zijvlakken met het 
gegeven zijvlak maken, vraagt men de projecties van de 
piramide te construeeren, benevens de grootte van den 
hoek, dien de zijvlakken met elkaar maken. (1901). 

15. Van een regelmatige zeszydige piramide ligt de top T in 
^2 en valt het grondvlak samen met een gegeven vlak ol. 
Een der hoekpunten van het grondvlak is gegeven door 
zijn afstanden Z en ttï tot den horizontalen en vertikalen 
doorgang van het vlak. Men vraagt de projecties van de 
piramide te construeeren. (1901). 

16. Van een gelijkbeenigen driehoek ABC is de hoogte = h 
gegeven, alsmede het hoekpunt A. Indien de basis AB // tt^ 
is, het hoekpunt B op een gegeven lijn PQ ligt en de 
top C in een gegeven vlak (x. ligt, vraagt men de projectie 
van dezen driehoek te construeeren. (1902). 

17. AB en AD zijn twee ribben van een parallelopipedum, 
dat met het grondvlak ABCD op ^i staat. 

Indien de standhoeken <a( en /3 respectievelijk op de 
ribben AB en AD en de lengte l van de derde in het 
hoekpunt A eindigende ribbe AE gegeven is, vraagt men 
de projecties van het lichaam te construeeren, en de ware 
grootte van den standhoek op de ribbe te bepalen. (1902). 

18. De projecties te bepalen van een regelmatig viervlak 
T.ABC, dat met het zijvlak ABC rust op een gegeven 
vlak ^, indien van het hoekpunt A de horizontale pro- 
jectie gegeven is, terwijl de ribbe AB een hoek van 30*^ 
maakt met t^ en het hoekpunt B in tt^ ligt. 

(Indien meerdere figuren mogelijk zijn, behoeft slechts een 
viervlak in teekening te worden gebracht.). (1902). 

19. Een vierkant ABCD ligt in een vlak, dat door de as 
van projectie gaat en een hoek van 60^ met tTi maakt. 
Het hoekpunt A is gegeven in de as van projectie, het 
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hoekpunt B ligt in een vlak ^, dat de as snijdt. Indien 
nog de lengte van de zijde van het vierkant = a gegeven 
is, vraagt men de projecties van het vierkant te con- 
strueeren. (1903). 

20. Door een gegeven punt P worden twee vlakken gebracht ; 
het eene gaat door de as van projectie ; het tweede 
staat loodrecht op deze as. Bepaal in een gegeven lijn 
AB, welke // ^Ta loopt, het punt, dat op gelijke afstan- 
den van de beide eerstgenoemde vlakken verwijderd is. 

(1903). 

21. Door een gegeven punt A een lijn te trekken, die een 
gegeven hoek » maakt met 9r2, en die een gegeven lijn 
BC snijdt. Construeer vervolgens den hoek tusschen beide 
snijdende lijnen. (1904). 

22. Van een driezijdige piramide T.ABC zijn gegeven de 
projecties van het grondvlak ABC, benevens de lengten 
van de ribben TA, TB en TC. Construeer de projecties 
van deze piramide. (1904). 

23. Van een gelijkbeenigen driehoek ABC is één van de 
beide gelijke zijden gegeven door haar projecties AiCi — 
A2C2, terwijl de tweede CB horizontaal is. Het hoekpunt 
B is gelegen in een vlak ^. Men vraagt de projecties 
van dien driehoek. (1905). 

24. Van een trapezium ABCD, waarin een cirkel beschreven 
kan worden, is een van de evenwijdige zijden gegeven door 
haar projecties AiB, — A2B2» en het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel door haar projecties Mi — M2. Ge- 
vraagd de projecties van het trapezium te construeeren. 

(1905). 

25. Van een scheef driezijdig prisma ABCDEF, dat op tti 
staat, is het grondvlak gegeven. De hoek, dien de opstaande 
ribbe AD met AB maakt, is 60^, terwijl de hoek van 
het zijvlak ABED met het grondvlak eveneens 60® is. 
Gevraagd wordt : de projecties van het prisma te construee- 
ren, als de hoogte van het bovenvlak DEF boven tt^ 8 cM 
bedraagt. (1905). 

26. Van een vijfzijdige piramide is het grondvlak gelegen in 
een vlak ». Wordt dit vlak om zijn horizontalen door- 
gang neergeslagen in Ti, dan is AnBnCnD^En het neer- 
geslagen grondvlak. Construeer de projecties van die 
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piramide, als nog gegeven is de lengte van de opstaande 
ribbe TB = 6, en voorts, dat het voetpunt van de loodlgn 
uit den top op het grondvlak neergelaten in het snijpunt' 
F der diagonalen AD en CE is gelegen. (1906). 

27. Van het vlak t, dat // een gegeven vlak ö5 is, is de hori- 
zontale dooi^ang gegeven. Construeer den vertikalen door- 
gang en den afstand van beide vlakken. 

In ö5 ligt de lijn AB, in /3 het punt P. Construeer in . 
/3 de rechte lijnen, die door P gaan en AB onder eén ' 
hoek van 45° kruisen. (1906). 

28. Een afgeknot driezijdig prisma staat met zijn grondvlak 
op TTi. De opstaande zijvlakken ACFD en BCFE zijn 
respectievelijk om AC en BC neergeslagen in tti. Con- 
strueer de beide projecties van het lichaam, en sla het 
derde opstaande zijvlak om de ribbe AB neer in jTi. (1906). 
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